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Einleitung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit einer speziellen
Klasse von Spielen, den alternierenden Gewinn-Verlust-Spielen
mit vollständiger Information. Schon von Neumann und Morgen
stern [S] haben gezeigt, daß Spiele mit vollständiger Infor
mation determiniert sind, d.h. daß sie einen Wert haben, der
durch eine Strategie gewährleistet wird. Diesen Sachverhalt
weisen wir im Spezialfall eines Gewinn-Verlust-Spieles direkt
nach. Dabei bemühen wir uns, eine Definition von Gewinn (oder
des Wertes) zu geben, die dem Bedürfnis nach Strenge und An
lehnung an die Anschauung nachkommt. Wir verwenden dazu den
Begriff der Strategie.

Für die Menge der Gewinnstrategien zeigen wir in §3 wesent
liche Eigenschaften, mit denen wir in §5 die Beziehungen zwi
schen Gewinnsteilungen in der Algebra der Booleschen Matrizen
formulieren. In §4 charakterisieren wir global-optimale Stra
tegien und stellen eine Beziehung zu lokal-optimalem Verhalten
her.

Wir ordnen in §6 jedem Spiel ein Boolesches Gleichungssystem
zu, für das wir ein iteratives Lösungsverfahren angeben. Spe
zielle Boolesche Matrixgleichungen mit expliziten Lösungen
werden z.B. bei Luce [6] betrachtet.

Durch den Zusammenhang zwischen der Lösung des Gleichungssy
stems eines Spieles und der Existenz eines Kernes, erhalten
wir die Aussage: Ein zyklisch Z-geteilter Graph hat zwei Ker
ne, die in dem Sinne ausgezeichnet sind, daß mögliche weitere
Kerne ihren Durchschnitt umfassen, aber in ihrer Vereinigung
enthalten sind. Nach dem Satz von Richardson ~], der für etwas
allgemeinere Graphen als für zyklisch Z-geteilte gilt, ist die
Existenz eines Kernes im Spielgraphen gesichert.
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In den §§7 und 8 wird ein Algorithmus gewonnen und auf seine
Eignung für das Schachspiel untersucht. Für Endspiele, bei de
nen man an allen Stellungen interessiert ist, konnten die Be
sonderheiten des Schachs geeignet berücksichtigt werden. Das
Verfahren wurde für einige Schachendspiele durchgeführt und so
hat sich beispielsweise das Dame gegen Turm-Endspiel als im
wesentlichen für die Dame-Partei gewonnen - und zwar in späte
stens 31 Zügen - erwiesen.

Herr Prof. Dr. F. L. Bauer hat mich zu dieser Arbeit angeregt.
Für wertvolle Hinweise und förderliche Diskussionen bin ich
ihm sowie den Herren Dr. G. Schmidt und Dr. L. Zagler zu gro
ßem Dank verpflichtet.
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§1 Graphen und Boolesche Matrizen

In diesem Paragraphen stellen wir einige Begriffe und vorbe
reitende Sätze aus dem Gebiet der Verbände und der Graphen
theorie zusammen. Eine ausführliche Darstellung und Beweise
finden sich bei Birkhoff, Gericke und Berge [2,4,1]. Wir er
innern zunächst an die Definition und Strukturen eines Ver
bandes.

Unter einem Verband (X,v~) versteht man eine Menge X mit zwei
Verknüpfungen v und A, die beide assoziativ und kommutativ
sind, sowie den Absorptionsgesetzen

X A (x V y) • x x v (x A y) = x
genügen. Dann gilt auch die Idempotenz von v und A :

x""x·x·xvx.
In einem Verband wird durch

x~y :it; XAy·X

eine teilweise Ordnung eingeführt. x A y heißt dann das Supre
mum von x und y und x v y das Infimum.
Wir betrachten nur vollständige Verbände, bei denen also auch
für X Supremum und Infimum existieren. Bezeichnen wir diese mit
I (Universalelernent) und 0 (Nullelement), so gilt also

o A x • 0 0 v x • x
I A X = x I v x - I

bzw. O~x~I für alle x s X,

Ein Verband heißt distributiv, falls stets die Gleichungen
x A (y V z) • (x A y) v (x A z)

X v (y A z) - (x v y) ... (x v z)

gelten. Diese Distributivgesetze sind auseinander herleitbar.
Ein Verband heißt komplementär, falls jedes Element x ein Kom
plement - das bei einem distributiven Verband dann sogar ein
deutig bestimmt ist und mit i bezeichnet wird - besitzt, d.h.
es bestehen die Beziehungen

x Ai· 0 und x vi· I
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Die Zuordnung x ... i ist ein dualer Automorphismus auf X bzgl.

v und"
X"y"XAy XAy"xvY

mit der involutorischen Eigenschaft
~ .. x

Ein Verband heißt v-multiplikativ, falls eine Multiplikation
besteht, die mit v distributiv ist:

x (y v z) .. x y v X Z (y v z) x .. y x v zx
Gibt es ein Element E, das Ex" xE" x für alle xe X genügt,
so bezeichnen wir es als Einselement.

Nach dieser Bereitstellung elementarer Begriffe der Verbands
theorie können wir uns der Definition Boolescher Matrizen zu
wenden. Um den Zusammenhang zwischen Matrix-Element und Matrix
zu verdeutlichen, bedienen wir uns der Schreibweise:

X.. (X ti ,n) .

vermöge

i f j
fürE [i .Jl

Koeffizienten in B bezeichnen wir mit ~n m (Menge,
sehen Matrizen) und setzen darauf die Operationen

Zu X,Ye .tn,m erklären wir X v Y,X '" Y und X€ ~n,m

(X v Y) n ,jJ : .. X[i, j] v Y(i, jJ

(X A Y) [i,j] :'" X[i,j} " Y[i,j]
X[i , jJ :.. X[i , jJ

und definieren Matrizen O,I und E durch
O[i,j] :- 0 und I[i,i] :'" I für alle i,j

i '" j

D1.1 Eine Boolesche Algebra ist ein komplementärer, distributi
ver Verband (B,V,A,-). Die Menge aller n x m -Matrizen mit

der Boole
aus B fort.

51.1 (;(, ,",",) ist eine Boolesche Algebra mit Nullelement 0n,m
und Universalelement I. Für die Relation' ergibt sich

X ~ Y *- X[i,jJ ~ Y[i,jJ für alle i,j.

D1.2 Wie üblich fUhrt man die Matrixmultiplikation - als Ab

bildung k-n m" t"m 1- 'b n 1 - ein, durch, , ,
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m
X'Y(i,j} := k't1 X(i,kl", Y(k,j] ,

sowie die Transponierung
XT[i,jJ := X(j ,i]

und das Skalarprodukt für x e B, Xe 2Sn,m
(x", X) (i,jj := x ,« X[i,j)

Da V,A assoziativ und distributiv sind, erhält man

S1.2 (kn,n") ist eine Halbgruppe, d.h. die Matrix-Multiplika
tion ist assoziativ, mit Einselement E.
Für die Transponierung hat man die Formeln

(XT)T .. X (X y)T .. yT XT

(X v Y)T = XT v yT (X A Y) T XT '" yT

X ~ Y ~ XT ~ yT •
Ferner gil t für alle Xt: h :n,m

o A X .. 0 X .. X 0 .. 0 I v X .. I

S1.3 (~n n,V,I\,-,') ist ein v -multiplikativer Verband, d.h. er,
genügt den Gleichungen

X (Y v Z) X Y v X Z
(X v Y) Z X Z v Y Z

Eine entsprechende Aussage für A ist falsch, wie das Beispiel

I (E AE) .. 0 ~ I .. I E " I E zeigt. Als Ersatz hat man

S1.4 Seien X,y,ZEbn,n' Dann bestehen die Ungleichungen

X (Y A Z) ~ X Y 1\ X Z
(X A Y) Z ':: X Z A Y Z

Beweis: Wir weisen nur die erste Ungleichung nach.

(X y A X Z)[i,n .. (y X(i,kJ '" Y(k,j)) A (~X{i,kl .... Z[k,j1)

.. V V X[i,k] " Y(k,j} '" X(i,l1 /\ Z{l,j)
k 1

.. (V X{i,k] 1\ Y[k,H" Z[k,j)) v (V V X(i,k] 1\ Ylk,j] A Xli,l)
k ~~k

1\ Z(1 ,j]) ~ (X (Y 1\ Z))[ i , j J .
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Die Sätze 1 bis 4, die sich alle elementar beweisen lassen, be
schreiben in einfacher Weise die Eigenschaften Boolescher Ma
trizen und bringen etwas übersicht in eine Vielfalt von Formeln.
(Dazu siehe etwa: Give'on und Maghout [5,7) ).

Im weiteren bestehe die Boolesche Algebra B nur aus den Elemen

ten 0 und L (den Wahrheitswerten). Eine Aussage in runden Klam
mern bedeute stets deren Wahrheitswert.

Wir betrachten nun gerichtete Graphen. Ein Graph G • (X,r) be
steht aus einem Paar von Objekten, nämlich einer endlichen Men
ge X von Punkten und einer Korrespondenz r von X in X, d.h.
einer Abbildung von X in die Potenzmenge von X

r : X _ "'P(X)

die Bögen (übergänge oder Züge) in X beschreibt. Sei G ~ (X,r)

mit X = {xl'oo.,xn} undAGE..(:,n,n. Vermöge

AG[i,jJ • L ~ xj E: rXi

ist die Gesamtheit der Graphen mit n Punkten der Menge der
Booleschen Matrizen ~n n (über B = {O,L}) eineindeutig zuge
ordnet. Wir nennen AG die zu G assoziierte Matrix.
Ein Weg im Graphen ist eine spezielle Folge von Elementen aus X

(xl,xZ' ... ) mit der Eigenschaft xi+1Erxi für i=l,Z, •..
und ein Zyklus ist ein endlicher Weg

(xl'···'xm) mit xl· xm .

Zu zwei Graphen Gl
Summengraphen Gl +

X • Xl" Xz und

= (Xl,r,) und GZ = (XZ,rZ) kann man den
GZ = (X,r) bilden, gemäß

rex, ,xz) • r,x, l( {Xz} v {x,} • rzxz

D'.3 Ein Graph G· (X,r) heißt zyklisch Z-geteilt, falls es
eine Zerlegung der Punktmenge X in zwei Mengen gibt

X X, v Xz
(~ disjunkte Vereinigung), so daß

rx C Xz für x E X, und Fx c X, für x E Xz

Gemäß der Zuordnung von Graphen und Booleschen Matrizen, über
tragen wir den Begriff der zyklischen Z-Teilung auf Elemente
aus k n,n
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S1.5 Sei A eine zyklisch 2-geteilte, Boolesche Matrix. Dann
gibt es eine Permutation der Zeilen und Spalten, so daß A
die Form

(:: ::)
hat, wobei 0 1,°2 quadratische Nullmatrizen sind.

01.4 Der Kern eines
Eigenschaften
Innen-Stabilität:
Außen-Stabilität:

Graphen (X,r) ist eine Menge Kc X mit den

x e K > rx n K r/J

x f K >- rx n K r r/J

Diese Bedingungen sind äquivalent zu

x ,K ~ rx" K r r/J

Falls ein Kern existiert, ist in ihm stets die Menge
{x e X Fx .. r/J l enthalten.

Jede Teilmenge Kc: X kann man eineindeutig durch einen Boole
sehen Vektor K" e Zn, 1 charakterisieren, etwa durch die Zuord-
nung

KlI rn .. (xi f K) bzw. K" {xi E X I K" tn .. o } .
Wir zeigen nun, wie die Frage nach der Existenz von Kernen ei
nes Graphen G .. (X,r) über seine assoziierte Matrix AG mit den
Lösungen der Booleschen Gleichung

X .. AG SC

zusammenhängt. Dieses Ergebnis entspricht einem Kriterium, das
Berge [1,Seite 47] mittels charakteristischer Funktionen be
schreibt.

S1.6 K Kern von G * K* A . K*
G

Beweis: Sei K Kern von G, d.h.

xi' K ~ rX i " K r r/J

K'Tj] )K"(iJ .. L ~ ( Vr x , EK) .. L ~ (yAG [i ,jJ A .. L:J E xi J
also K" .. AG K" .
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§2 Definition eines alternierenden Gewinn-Verlust-Spieles
mit vollständiger Information

Im Anschluß an den vorigen Paragraphen ließe sich die Definition
unseres Spieles sehr kurz - nämlich als zyklisch 2-geteilten
Graphen - treffen. Um den semantischen Gehalt jedoch hervorzu
heben, formulieren wir ausführlich:

D2.1 Für zwei Spieler oder Parteien, die wir mit w (Weiß) und
s (Schwarz) bezeichnen, ist ein alternierendes Gewinn-Verlust
Spiel mit vollständiger Information (im Sinne von von Neumann)
gegeben durch:
(1) eine endliche Menge P mit N Elementen, die wir Positionen

(Stellungen oder Spielzustände) nennen und einem ausge
zeichneten Element PoE P, der Ausgangsstellung;

(2) eine disjunkte Zerlegung von P in nicht-leere Mengen Pw
und Ps mit Nw bzw. Ns Elementen, die das Zugrecht für w
bzw. s in den Stellungen aus Pw bzw. Ps festlegt

P - PwV Ps N - Nw + Ns und Nw,Ns rJ 0 ;

(3) eine Korrespondenz aus P in P, genannt die Spiel- oder
Zugregeln (oder übergänge)

r : P - l'(P)

mit der alternierenden Eigenschaft
repw) c 'P(Ps )

nps) c: 'P(Pw)

Ein Spiel wird also beschrieben durch ein Quadrupel (Pw,ps,po,r)
mit obigen Eigenschaften. Es bleibt noch das "Ziel" des Spieles
festzulegen:

(4) Wir bezeichnen als Verlustpositionen für w die Menge
V~o) :- {p fpw I rp • ~}

und als Verlustpositionen für s die Menge
V~o) : - fpEPs \ fp - ~} •

Die Elemente aus V (0) V ~)werden wir auch o-Verlustpositionenw v s
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nennen oder Stellungen, in denen in 0 Zügen Verlust eintritt.
Unter "Spielen" oder Abspiel verstehen wir dabei etwa folgen
des: Wegen der disjunkten Zerlegung P • Pw VPs steht eindeutig
fest, wer in Po am Zuge ist. Sei dies die Partei w. w wählt
eine Position Pl aus rpo und sodann s eine Position P2 aus rpl
usw. Das Spiel endet z.B. mit "Gewinn für w", oder wie wir syn
onym damit sagen wollen "Verlust für s", falls eine Position
aus V;O) erreicht ist, in der s also nicht mehr ziehen kann.
Dies soll jedoch im nächsten Paragraphen präzisiert und im
einzelnen ausgeführt werden.
Das Paar (p,r) bezeichnen wir als Spielgraphen, dessen assozi
ierte Matrix (Spiel- oder Obergangsmatrix) sich wegen der al
ternierenden Eigenschaft in der Form

Pw Ps

0 Bw P
E·~N NT w

,

B 0 Pss

schreiben läßt, wenn dieser Zerlegung eine feste Numerierung

p. Pw-:'Ps• {Pl, •. ,PN.,lv\PN_...1, .. ,PNJ zugrunde liegt.

Die Obergangsmatrizen für ein Spiel sind also zyklisch 2-ge
teilte Matrizen.

D2.2 Ein Spiel mit dem Graphen (p',r') heiße Teilspiel des
Spieles mit dem Graphen (p,r), falls
1. P' c P

2. r'x • Fx für alle XE P'

Bemerkung: Der Graph eines Teilspieles ist im allgemeinen kein
Teilgraph des Spielgraphen im üblichen Sinne.
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Wie man sich leicht überlegt, bedeutet die Existenz eines Teil
spiels, daß die Matrizen Bw und Bs reduzibel sind.

Zum Abschluß wollen wir einige Oberlegungen über die Allgemein
heit unserer Definition eines Spieles, insbesondere die alter
nierende Bedingung (3) und die Äquivalenz "o-Verlust in p 1{
fp - 16" betreffend, anstellen.

a) Betrachten wir ein nicht alternierendes Spiel (p,r), so läßt
sich ihm durch "Vernachlässigung" der Wege innerhalbPw bzw. Ps
ein alternierendes Spiel (p,r*) zuordnen, das dem Gehalt des ur
sprünglichen Spieles im wesentlichen entspricht.
Konstruktion von F": Sei Po E Pw (bzw, Ps) und p' € Ps (bzw, Pw)'
so erklären wir p'Er"'po genau dann, wenn gilt
p't=rpo oder
P'," rpo aber es gibt Pl''''Pk E' Pw (bzw. Ps) mit Pi+1 E1 Pi

für i-o, •• ,k und P'-Pk+1 •

b) Die Forderung "o-Verlust in p ;:. rp - 16" erscheint eo ipso
sinnvoll und soll nicht weiter untersucht werden.

c) Ist die umgekehrte Bedingung nicht erfüllt, d.h. gibt es
pEP mit rp - 16 und nicht o-Verlust in p, so kann man p etwa
als Stellungsremise oder Pattstellung erklären. Zum Begriff
des Remis im erweiterten Sinne einer Spielremise siehe D3.Z
und DS.1. Durch Einführung neuer Positionen p;, p; und ge
eigneter Erweiterung von r kann man erreichen, daß die Stel
lungsremisen zu Spielremisen werden und sich ansonsten nichts
ändert.

Bezeichnen Powc Pw und pose Ps die Mengen der Pattstellungen,
so geschieht dies in naheliegender Weise durch die Festset
zung:

P; := Pwv {p;}, P::" Ps v {p;}, p
lt

: .. P: v P;

P~w := Pow v /p:l P:S'B Pos v {p;J

r"q .. {p~} für q Er;
f'q :: {p:~ für qEP~s

r'IP*, (p" v p" ) - r\P" (P "Pos)ow os ow
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§3 Normalform eines Spieles und Eigenschaften von Gewinn
Strategie-Mengen

Wi r betrachten hier die Gesamtheit {(Pw,Ps'P' r) I p € p} von
Spielen, also den Spielgraphen (p,r) und führen in enger An
lehnung an die Vorstellungen bei einem "Spiel" einige Begrif
fe ein.

D3.1 Unter einem Abspiel verstehen wir einen Weg im Spiel
graphen, d.h. eine spezielle Folge (endlich oder unendlich)
von Positionen

~-(Pl'PZ"") mitPi+1ErPi füri-1,Z,oo

Die Menge der Abspiele bezeichnen wir mit O!. und führen darin
die Operationen ein:
1. Die mengentheoretische Verknüpfung ~ ist für Abspiele er

klärt mittels
pE ..... :~ es gibt ein i mit p - Pi' wobei...rl.-(pl'PZ"')'

2. Länge oder Anzahl der Züge eines Abspiels:

/A>L/ :- [~] falls AI1.-(Pl'" ,Pn)

3. Konkatenation von Abspielen 8L-(P1, •• ,Pk) und

~ -(Q1,Q2"") mit 1"""1<'00 und Q1~rpk

~ •.e- :- (Pl'oo,Pk,Q"Q2'''')'

4....... , ~ :~ An_ ~ oder 3 LI" E 01: /LI"I< 00 und IJ"v.()L - f,
AlL ~ f,. : J( .f,' AI. •

Bemerkung: Die Definition der Länge eines Abspieles wurde so
getroffen, daß sie die Anzahl der Züge der Partei, die in der
Ausgangsstellung am Zuge war, bis zum Ende des Spiels (Gewinn
oder Verlust) zählt.
Kann man .....~ bilden, so gilt AlI..~ECt.

HS3.1 (Ol,') ist eine teilweise geordnete Menge.
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Beweis: Sei etwa _- ~ mit 1./,;'.(Tl.8~ und ~ --!"" mit l1"~.C --e, so
gilt An ".-e, da (LT~o lI;, )0"'- c: und alle Bedingungen, die an die
Konkatenierbarkeit von u~o~~'~gestellt werden, erfüllt sind.

D3.2 Sei AnEot ein Abspiel. Endet diese Folge mit einem paus
der Menge V~O) ... Vs{O) der o-Verluststellungen, oder ist sie ei
ne nicht abbrechende Folge, so sprechen wir von einer Partie
und schreiben

<l'"L € 01-
0

Im Falle p E Vs(OI heißt die Partie gewonnen für w (a verloren
für s), und im Falle p E V~O) heißt die Partie gewonnen für s
(a verloren für w), und wir schreiben

""- E. Olw bzw. ~ E. Ols
Anderenfalls, d.h. für eine nicht abbrechende Folge, spre
chen wir von einer Remis-Partie.

Wir haben also jede Partie "bewertet", etwa in der Form

{

1 E OZw
Wert (Alt.) :.. -1 fall s E Ols

o ..,. e 010 ... (Olw .., DIs)

Bemerkung: Trivia~erweise gilt ~ ~ OLs a ; Ebenso ein-
sichtig, aber für die weiteren Oberlegungen wichtig, ist

HS3.2 Für die Bewertung der Partien, also für die Eigenschaft
"Gewinn für w", "Gewinn für SOl oder "Remis", gilt

Wert(-01-) a Wert(~) falls -m"..f,-

Bezüglich der Notation der Strategie' schließen wir an die Ar
beit von Gale und Stewart [3J an.

D3.3 Eine Strategie des Spielers w ist eine Funktion

(5 p ... V (0) - Psw w

mit der Eigenschaft ~(p)E rp für alle p.
Die Menge aller w-Strategien bezeichnen wir mit ~w .

Il) Der Begnff der Strategie wurde von Steinhaus [9], 1925 als
wichtiges Hilfsmittel der Spieltheorie erkannt und empfohlen.
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EntspTechend ist fÜT den Spieler s die StTategiemenge defi

niert
P "V (01

L s : - {'t" E Pw s s

Zu vorgegebener Ausgangsstellung

tegien ~ ~~ und t" E Ls ist genau

wiT mit

1:(p)E rp für alle p} •

p und fest gewählten Stra

eine Partie bestimmt, die

<p;S',t> :-

bezeichnen wollen.

{ (p,6'(p) ,1:E>(p), ... ) pE- Pw
falls

(p,"t'(p),G"''t(p), ••• ) pEPS

Falls p~v~O)vVs(o\, ergibt die Definition <p;(;;t> - (p) . Die

Partien der FoTm <P;II";9 genügen den e Lenent.aren Identi täten

<p ; er ,1:>
(p) 0 (ö(p) ; (;', T> P e, Pw

falls
(p)o(t'(p);6','t"> paps

Unter der Aussage "Spieler w wählt StTategie 15" verstehen wir

die a pTioTi-Entscheidung von w, in Position pi den Zug 6(~)

auszuführen (unabhängig davon, ob w während des Spieles die

Position pi überhaupt eTreicht).

Die Zuordnung px~xIs:; (p,G',1:)_ <p;r;,"t'>eö{, ist nat.ü r Li ch

nicht injektiv, da f5 auf {qEPw I qf<p;ö,r;>} und. auf

{q€Ps I q<t<P;5',l:>} beliebig gewählt werden dü r Een , ohne d'ie ;

betTachtete Partie zu ändeTn. Die gesamte Strategiemenge ist

also ZUT Beschreibung der Partien unnötig gTOß, und jede ein

zelne Strategie kann unnötige "Angaben" enthalten.

HS3.3 Durch StTategien eTzeugte Partien sind spezielle Partien,

in dem Sinne, daß ihre Gesamtheit womöglich echt in ~ ent

halten ist. Betrachten wir nämlich«- <p;ü,'t) • (Pl'PZ"")

als Weg im Spielgraphen, so gilt für eine Gewinn-PaTtie, daß

die Anzahl der Positionen deT Folge <N ist, während eine

Remis-Partie dUTCh einen ZyklUS der Länge , N charakteTisiert

wiTd:

(1) Sei q Ei .Ql. .. <p;I>,"t'>. Dann gilt

-oe. E Olw ... C\ ?( q - Pi für genau ein i

Und in diesem Fall ist I~I ,,[~1
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(2) Sei Pi"Pj€~ für i;j, etwa i <j. Dann gilt

.. (P1'·· ,Pi -1) 0 (Pi' .. 'Pj -1) 00~ (Pi' .. 'Pj -1 )ooea;,,(~ v 0\;).

Beweis: Es genügt im wesentlichen (2) zu zeigen. Aus Pi'"Pj
folgt unmittelbar Pi+1'"Pj+1 (denn ist etwa pi E Pw' so ist
Pi+1=o(Pi),"S(Pj)-Pj+1) und durch Induktion Pi+n'"Pj+n. Die Be
achtung von Pi t!! rpj -1 führt zur Schreibweise für -- in (2).

Mit der Bewertung der Abspiele aus D3.2 haben wir für jedes Po
die bekannte Matrixform (Normalform) des Spieles erhalten:
SeiL w - {G"1, .. ,tJ und Ls .. {T1, •• ,Tm! , so ist die Spiel
matrix M definiert durch

MEi,j] :- wert«po;oi,Tj » )

Die Menge der Strategien ist sehr umfangreich - im Extremfall
ist IrJ'NN-; 1~I_NNs und M hat NN Elemente - und wird von uns
im wesentlichen nur zur Gewinnung allgemeiner Sätze verwendet.
Unserer Definition angemessen, betrachten wir Spiele später in
einer extensiven Form, bei der die einzelnen Züge im Vorder
grund stehen.

Wir wollen für jede Stellung Gewinn (oder Verlust) für w bzw. s
erklären. Ausgehend von den bereits definierten o-Verluststel
lungen haben wir schon für Partien Gewinn erklärt und werden
dies auf Strategien und dadurch schließlich auf Stellungen
fortsetzen. Zunächst definieren wir also Gewinn für Strategien
und bezeichnen eine Strategie ~~~ dann als Gewinnstrategie fürw
w, falls sich bei jeder Wahl der s-Strategie eine fur w gewon-
nene Partie ergibt.

D3.4 Gewinnstrategie-Mengen für w bzw. s in pEP:

Lw(P) :- {6'~!:w <p;(),T)E~ für alle"" L s }

Ls(P) : .. {"tELs <P;S-,1:>EO!s für alle 6"E-~w}

Bemerkung: ;> L s (p) - (J

>- ~w(p) .. (J
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Dies ergibt sich unmittelbar aus der Bemerkung zu D3.2 aw~ms.~'

Die Annahme !w{p)~; und Ls{P);; impliziert die Existenz von

Elementen b'E Z:W und l:'E:[S mit <p;C>' ,"C>EaLw für alle T ~~s

und <P;IS,"t'>E:rn.s für alle bELw und somit <P;b',"t'>El\v. ...Ö1 s .
Widerspruch!

Falls P E v~o) ergibt sich wegen der Definition von G', ..rw{p).~

und wir erhalten:

{ ~ pE V:O)
Lw{P) .. falls

.Lw
p E V (0)

s

{ ~ PE V (0)

Ls{P) - falls s

Ls p EV~Ol

Für Gewinnstrategien beweisen w~r einen wichtigen Satz, der
auf HS3.2 beruht:

S3.4 Aus öE2"w{P) folgt auch für alle ceL:s und alle

p'E<p;G","t>, daß gilt G"E2:
W

{p ' ) .

Beweis: G"E~w{p) bedeutet

(1) <p;o,.>eOlw für alle.€-Ls'

Wir wählen ein beliebiges c' E i:s und ein beliebiges

(2) p'E <, p;S-;t'> .

Nun nehmen wir an, die Behauptung sei falsch, d.h. ~f~{p') oder

(3) 3 "C"fi.Ls <p' ;G,"t""> 4 Olw •
Aus (1) und (2) ergibt sich mit HS3.3

(4) <.p;l>,1:' > • LI".<p'; S',1: ' > mit LI"" (Pl'" 'Pr), wobei P1·P .

Wir setzen Pr+l:=pl und betrachten (Pl,,,,Pr+1) 10m.
(5a) P1 ~ <r": er,T"> ,

denn sonst wäre <p;S,l:"> ~ <p' ;6",1:"> und dies kann nach

HS3.2 nicht sein, da <P;<>,T"> E O1.w und <p' ;<>,1:"> 4 OL w'

(Sb) Pr+l E <p' ; 6"",1:"> •

Aus (Sa,b) folgt nun, daß es ein maximales k gibt, so daß gilt

(6) Pl' .. ,Pk-1 t\" <p';ö,1:"> und Pk E <p';!>,"!:">.

Wegen <Pk;f>,l:"> ~ <p' ;5',L"> ergibt sich dann sogar
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(6)' P1' .. ,Pk-1 ~ <Pk;C>,1:") und

Nun definieren wir eine Strategie

<Pk;ö,T"> 4 Ol-w.
L Er durcho s

{

T' (q)

T" (q)

für q4 <Pk;G"",t"">

sonst

Wegen (6)' ergibt sich für die Partie <Pl ;C,LO> zunächst eine

Anfangsfolge von <p;I;;l:') und sodann <Pk;G',l:">, also

(7) <p;G',"to> ~ (Pl,,,,Pk_l)o<Pk;Ir,"t"">

und weiter erhält man nun <P;G"'.o><t~. Dies steht im Wider

spruch zu (1).

Mit Hilfe dieses Satzes zeigen wir zunächst noch eine bemer
kenswerte Eigenschaft von Gewinnstrategie-Mengen, die im wei
teren Verlauf folgendes ergibt: Die Gewinnstrategie-Menge in
Pl ist, falls sie nicht leer ist, dann sogar so groß, daß es
darin Strategien gibt, die auch in jeder anderen Position Pz

mit Lw(PZ) ~ ~ gewinnen.

S3.5 Sei Pl ,PZ E P mit lw(Pl) 'f ~ und tw(PZ) 'f 16.

Dann gilt sogar ~w(pl)~Lwepz) r 16 •

Bemerkung: Es gil t n Lw (p) r 16.
p s P :Lwep);16

Beweis: Sei Q1ELw(Pl) und G'ZELw(pZ)' Wir wollen 6'Z so zu einem

G'o abändern, daß gilt 0
0

E L w(Pl ) " I:wepZ)' Wir betrachten die

Menge
H :~ {p E Pw r pE <PZ;G'Z;T) für mindestens ein cE LS }

also alle Positionen, die durch ö z ausgehend von Pz erreicht
werden können. Nach S3.4 ergibt sich

(1) pEH :> vZEl:wep)

Mittels H definieren wir eine Strategie eroE~

für
qE-H
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die folgende Eigenschaft besitzt: Eine Partie, die seitens

w mit Go geführt wird und einmal eine Stellung aus Herreicht

hat, bleibt stets in H, folgt also dann der Strategie ~z' d.h.

(Z) P € P und 't" E L s beliebig; p' ~ <P; ~, T ~ 1'\ H

;> <P' ;C>O,L) '" <p' ;5Z' 1:>

Wenn wir zeigen können

p" :- 't"G"z(p') E H

so ergibt sich daraus (Z) durch Induktion.

Zu p'EH hat man nach Definition ein "C', so daß p'f<pZ;GZ,"t'>.

Damit erklären wir ein "t"EL s

{

l:'(q) für qe<pz;C>z,1:'>, aber q~<p';G"Z,L'>

<;"(q):'" p" für q - DZ(p')

beliebig sonst

wofür gilt p"e <PZ;Ciz,"t"> dv h , p"E H. Und (Z) ist bewiesen.

Da Pz E H, ergibt sich mittels (2) für beliebiges 1: E";

<PZ;uo,"t> .. <PZ;GZ,"t) und somit

6 0 ~ L::w(pz) •

Zum Nachweis Do"" .[w(p,) treffen wir eine Fallunterscheidung ;

dabei sei stets r E.[ S beliebig, und wir verwenden (Z).

l.Fall: P,E;H <P';(>o,"t> .. <P,;l>z'<;)

2.Fall: Pl i H

{
<P,;ü,,"t>

<'P, ;60 , 1:> - falls
Lt<><p" ; ()Z ' "t>

Dabei ist p·e H wie folgt bestimmt. Schreiben wir

<P,;(),,1:;> - (q"qz, ... ) und setzen qr+' .. p" so gilt

u- .. (ql''' ,qr) und LI ,.., H .. ~

Also ist in diesem Falle entweder <P,;~o'~> - (p,;O"L) oder

<P, ;G"o,'C') .. <p";(;'Z,1:> und somit

G"oE ~(p,)

53.6 Für die Gewinnstrategien in benachbarten Positionen be

steht ein enger Zusammenhang:
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(w1) Für p e Pw gilt

sowie

(w2) Für PEPs gilt

sowie Lw(p)

.Ew(p)" n Iw(p'),
p' E. ['p

.;. r/J ~ Lw(P')';' r/J für alle p' E f p .

(s 1) Für p E" Ps gilt

sowie

(s2) Für pEP", gilt

sowie für alle p' € Fp ,

Bemerkungen: Die Menge der Gewinnstrategien für w in Stellung

en aus Ps ist durch diejenigen in Stellungen aus Pw bestimmt;

entsprechend für s.

Mit der Konvention Y" r/J und r;;".Lw gelten die Formeln

auch für p s v~O)vv;o, d s h . rp .. r/J.

Die Inklusion"::>" in (w1) bzw. (s1) muß nicht bestehen, wie

das einfache (als Spielgraph gezeichnete) Gegenbeispiel zeigt:

~
p; :_ p. v;OJ .. {pt'}

P. H p' :.. P1' LW(pl) -z;
"" ~ • 0 G"e-Lw(P)'* /3'(p)"p'

Und somit gilt für ein G" das (;- (p) "p" genügt

()~ELw(P') aber c"'ilw(p).

Beweis des S3.6 o.E. für w-Strategien:

ad (w1): Wir bewe isen "c" und 11 -< "; dazu genügt es zu ze igen

GE Lw(P) ~ GE .t"w(G(p)) .

Sei t: ~.L:w (p). Da p € Pw ist stets (für beliebiges TE L s )

G'(p)E <p;ü;r:> und somit nach S3.4 G"E-1:
W

(p l ) für p' "G (p) .
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G'(q) :"'

Sei nun umgekehrt G' ELw(P') für p' € rp •

Fall'a: pE<p';G'"',T 1> für ein Tl E~'

Dann ist nach S3.4 auch G 'ELW(p).

Fall b: p't <p' jS', T> für alle t:" EL
s

Dann definieren wir ein () ELw durch

{ p' für q m p

G' (q) sonst

und erhalten für alle TE.r
S

(da pE Pw)

<pju,T> .. (p)o(p';G"',1:">

und somit <p;u,-c>€:O!w für alle r E Ls
d i h , c e.Lw(p) •

ad (w2): Sei G'E'~(p). Aus pEPS und 53.4 ergibt sich somit

Ci E. ~w("r(p)) für alle t:"EL.S

und wegen {1:(p) I TELs l "' rp auch c e n L.w(pl).
p'G rp

Sei bEn L (p'), a.n. für alle P'E rp und alle rE~
P'E rp w

ist cp ' j e , "t >€C\,. Für alle T E L s gilt aber auch

<P;0,T> m (p)o<T(p);D,T> und somit wegen p' • T(p)

<p;S",l:>EO'!w a.u. GI'Lw(p) •

Die noch zu beweisende Implikation ,[W(pl) f r/J für alle p'E rp
>Zw(p) f r/J ergibt sich unmittelbar aus 53.5, da dann

n Lw(p')'; r/J. q.e.d.
p' E Fp

Im Hinblick auf Fragen der Art "Gewinn in wieviel Zügen", tref

fen wir anschließend an D3.4 eine Unterteilung der Gewinnstra

tegie-Mengen.

D3.5 Für n e 0 bezeichnen wir

L [nl(p) :oo { GE~(p) I<p;u,-r>/ ~ n für alle TEiLs 1w

ti""\P) :'" { r E~ (p) I<p ; (j" , "t >I ~ n für alle bfi Lw J
als Menge der Strategien, die bei beliebiger Gegenwehr in

höchstens n Zügen zum Gewinn führen.
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Einige elementare Eigenschaften dieser Mengen fassen wir in
folgendem Hilfssatz zusammen.

rJo1(p) ~ {

u r tnJ(p)
n~o w

(3)

(2)

HS3.7 Wir formulieren o.E. nur für die w-Strategien:

(1) Die (~nJ(p))n~o bilden eine aufsteigende Folge

L [n-l](p) c L ~p)w w
L für p s V (0)

W S

Wegen HS3.3 kann man etwa n !"[~J setzen.

Mit S3.6 erhält man analoge Aussagen für die Unterteilungen
der Gewinnstrategie-Mengen.

S3.8 Beziehungen der Strategie-Mengen l~~(p) bzw. r~N(p):

(wl) Für p e Pw gilt
L.[n](p) c U r[n-l](p'),

w pIE rp w

sowie IJn1( p ) ;!il *. U LJn-l~p');!il.
p'€; r p

(w2) Für pEPs gilt
L tnl(p )

w

sowie LJ~P) ; !il

(sl) Für pE Ps gilt
rs[n](p)

sowie L [nJ(p) ; !ils

(s2) Für PE: Pw gilt
z rnJ(p)

s

sowie Ls~~P) ; !il

Beim Beweis benutzen wir die GÜltigkeit des S3.6 und berück
sichtigen die Länge der entstehenden Partien.
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ad (wl): 5eiG'6LJn](p). Dies ist nach 53.6 äquivalent zu

G' E tintP) ,.., Iw(G'(p))

~ (;' e Lw(P) ,... Lw (G(p)) und I<.p;<;';01 {,.n (für alle "t' 6 Ls )

Wegen <p;G',T) • (p)o<G(p);G",t:~ und l<ü(p);(;,,>I'-n-1 ist weiter

*: r; EX"w(p) 1"\ Z"Jn- 11( 5 (p ) )

* G eLJn-1Jcp l
) für p' .. G'(p)

~ U LSn-l](p') "f (J

p'e fp

ad (w2): Wir zeigen nur" .. " Unter Beachtung von l<p;G';r;>\.

I<T(p) ; G',-0/ und {T(p) I T E Ls} .. rp ergibt sich die Behauptung

gemäß
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§4 Charakterisierung von optimalen Strategien

Mit Hilfe der in §3 eingeführten Gewinnstrategien wollen wir
optimale Strategien in beliebigen Stellungen erklären. Um von
einem optimalen Verhalten einer Partei in einer Stellung spre
chen zu können, treffen wir zunächst folgende Definition.

D4.1 Wir erklären eine Funktion z : P--IN •

{~n {n ]
Fall 1 : Lw(p) ~ r/J

2w p)~r/J

z (p) :.. rWJin {n} Fall Z: ~(p) ~ r/J
[s (p)I'r/J

00 Fall 3 : ~(p) .. Es (p) .. r/J

heiße Zugzahl der Stellung p.

Vereinbarung: In diesem Paragraphen beziehen wir uns stets auf
die Fallunterscheidung dieser Definition.

Mit D4.1 kann man im Fall 1 von;[~n~p) mit n := z(p) als den
optimalen Gewinnstrategien für w in p sprechen. (Allerdings
kann es auf schlechte Strategien von s u.U. noch bessere von w
geben. Um dies auszuschließen benötigt man den Begriff der
global-optimalen Strategie und 54.5.) Es gilt dann nämlich

[,[nJcp) ~ r/J und ..[rn-1J(p) .. r/J bzw.w w

G' e~l)l~p) .. nY(p) -c";E kP;Ci,<>I" n "6'Ef'(P) T:Y~ kp;6",~,~ n •
-w s w s

Es besteht aber auch das Bedürfnis ein Verhalten für w im Fall
Z und 3 anzugeben, also eine optimale Verteidigungsstrategie,
die den Verlust möglichst weit hinauszögert bzw. eine Remis
erhaltende Strategie. Dazu definieren wir in Anlehnung an die
Anschauung:

D4.Z Wir beschränken uns auf w und erklären die Menge r;(p)
(lokal-)optimaler Strategien für w in p durch:
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Fall 1 : GEr [z(p)l(p)
w

Fall 2 : l<p;G',nl= z(p) für alle T E~(p)

Fall 3 : <p;G',"t> ~~ für alle Te~

Unter der Menge der global-optimalen Strategien für w ver
stehen wir dann

.~ n L;(p)
pEP

Im Fall 1 ist die Existenz optimaler Strategien klar, nicht
jedoch etwa im Fall 2, da sich aus

V /\ l<p·G"";t">I~""", /\ V l<.p)(;')T>\~'l'"l
l:E~(p) G'E~) tels(f» oEL""

nicht unmittelbar eine gute Verteidigungsstrategie gegen alle
rEIs(p), d i h ,

bestimmen läßt.
Wir wollen dies und darüber hinaus sogar r: ; ~ beweisen. Im
Fall 1 hat man dann ein Analogon zu 53.5. Da, wie sich durch
einfache Gegenbeispiele zeigen läßt, 53.4 für optimale Gewinn
strategien falsch ist, funktioniert der Beweis von S3.S aber
nicht für den analogen Fall optimaler Strategie-Mengen.
Wir führen daher ein neues Hifsmittel ein:

D4.3 Der Teilgraph von r der optimalen Züge für w

~w : Pw -1'(Ps )

wird erklärt durch

im Fall 2,3 }

im Fallz(q) ~ z(p)-l A ~(q)~~

z(q) = z(p)

Js Ps - "'P(Pw) •und entsprechend

HS4.1 Sei pE Pw mit Lw(P)

bE .r:(p) >-
Beweis: Sei n :a z(p). Im

c e LwWcP) ~

~ ~ und p' :- ~(p). Dann gilt

~E~(P') mit z(p') = z(p)-l

Beweis von 53.8 wurde gezeigt
I;E L"Jn-1J(p')



- 24 -

Es bleibt also z(p') - n-1 nachzuweisen. Dazu nehmen wir an

rw[n-2J(p') ~ ~ dv h , /\ I<P';6',"L>I!:n-2 für ein S'EL[n-2lcp')
"CEZ

S
w •

Dann ergibt sich für die Strategie ö"E~, erklärt durch

{
p' q .. P

6''' (q) :.. für
6" (q) q ~ P

für jedes <: E Ls
l<p;G"";r>!- l(p,p')o<p';ö',r>/&1+(n-2) - n-1

und somit
G" E rSn- 21(P) im Widerspruch zu 2:-2l(p) - ~ .

S4.2 Eigenschaften der Zugzahlfunktion z:
(a) Sei pE Pw•

{ ~ c; e Lw(p)
Fall 1 : Z(5(p)) z(p)-l für

G' eL IZ (p)](p)
w

Fall 2,3: z(G(p)) .. z (p) für (;e~

(b) Sei pEPs.

{ • "t EIs (p)
Fall 2: z (e(p)) z (p)-l für

'r er;,[z (p))(p)

Fall 1 ,3 : z ("t"(p)) " Z(p) für TE~s
(c) z(p) .. 0 1<: p s V (0) V (0)

w v s

Beweis:(a) Fall 1 ergibt sich unmittelbar aus S3.8(w1) und
HS4.1 und Fall 2 aus S3.8(s2). Fall 3 ist trivial, da z(p)-oo.
(b) ist analog (a).
(c) z(p)ao *~~W(p) ~ ~ v L:;o~p) ~ ~ und mit HS3.7(2)

*. p ~V~O) ... V;Ol.

HS4.3 Sei pePs. Dann gilt:

G' e n Z:(p') ~ ~. Dann gilt
p' E rp

Beweis: Im Fa111 ist der Beweis ähnlich dem von HS4.1. Wir
zeigen nur den Fall 2.
Sei also Is(p) ~ ~ und
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I<pöl>,"(>I - I(p, "[(pHon (p) öCf,T)I ~ l+z(p') für alle l:'"€~ (p)

und mit 54.2(b) gilt

• z (p) für alle r~Ls(p)·

Also hat man e € Z;(P).

54.4 Für den Teilgraphen der optimalen Züge gilt:

Jw(p) .; ~ 5?: p $ v~OJ .

Beweis: Es bleibt zu zeigen" <". 5ei also p E- v~O).

Fall 1: Ergibt sich aus H54.1.
Fall 2: Sei n ;- z(p). Mittels 53.8(s2) erhält man

LInJcp') .; ~ >- Ls[nh'); ~ für alle p'~ rp

Ls
lJl - 1J(p) .. ~ t ~n-ll(q) .. ~ für ein q Er p

und somit z(q) - z(p) .
Fall 3: Mit S3.6(wl) erhält man

Lw(P) .. ~ >- l'w(q) - (J für ein q" r p
und somit z(q) - z(p)

Aus dem folgenden Satz ergibt sich nun speziell l;; ~ .

," .S4.5 Charakterisierung von ~w .

und analog für

Beweis; Wegen 54.4 ist diese Konstruktion global-optimaler
Strategien erklärt. Die wesentliche Aussage ist, daß ein so
bestimmtes, lokal-optimales ~~in I; liegt, d.h. global-optimal
ist. Sei also G'.€~ mit S""(p) E jw(p) für alle p~ pw,v~o).

Wegen HS4.3 können wir uns auf Pw beschränken und haben für
jedes pePw zu zeigen G*eI;(p).

Mit Pk ;- (1:6*)k(p) e Pw und qk:- G"'(Pk)E~für k.! 0

erhalten wir die Darstellung
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<P; G' *,r > • (po' qo ' P1 ,q 1 ' ••. )

auf die wir uns im Beweis beziehen. Weiter sei n := z(p).
Fall 1: Sei TE Ls beliebig.
Durch Induktion erhält man

für alle k ~ 0 •

Wir weisen o.E. den ersten Schritt nach: Es ist ~(po) ~ ~ und
nach Definition von Jw dann auchLw(o~(po)) ~ ~. Mit S3.6(sZ)
ergibt sich nun L:w(P1) ~ ~.

Nun zeigen wir

(~) z(Pk) " n-k
durch Induktion.
k=o: z(po)· z(p) • n
k- k+1: Nach Konstruktion von r;;* ist

z (GIl(Pk)) • z (Pk)-l
und nach S4.Z(b), wegen Iw(~·(Pk)) ~ ~,

z Cr 6""(Pk)) 4.. z (Pk)-l
und somit

z(Pk+1) ~ z(Pk)-l ~ (n-k)-l • n-(k+1) .
Wegen (*) - das beinhaltet, daß w seine Strategie höchstens
n-mal "wechseln" muß - und 54.Z(c), wodurch die Folge (po,qo' •• )
mit einem p e Vs(O) endet, gilt

<p;6''',-r>EOL w und l<p;ö",l:>1 k n
also b" €I:;(p).

Fall Z: Sei "ELs(P) beliebig.
Wir zeigen diesmal
(~*) z (Pk) ~ n-k
k~o: z(po) = z(p) • n
k- k+1: Nach Konstruktion ist

z(6"-(Pk)) • z(Pk)
und dann mit S4.Z(b), da wegen S3.8(sZ) giltLew(ö*(Pk)) ~ ~.

z (t"!r"(Pk)) ~ z (Pk) -1
Also hat man

z(Pk+1) ~ z(Pk)-l ~ n-k-1
Mit (J4*) ergibt sich nun

.. '>*
\<P;bl',T>I~ n a.n, e €":"w(p)
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Fall 3: Sei LEIs beliebig.
Wir betrachten wieder S4.Z(b). Entweder gilt stets z(c(Pk))"
z (Pk)' dann ist stets z (Pk) .00 und somit

I<p; G*, "1:>1" 00 ,

oder es gibt ein m mit z(~(Pm)) < z(Pm) , dann ist aber not
wendig Lw(T(Pm)) ~,s und (wegen HS3.2)

<Pj(;"';O E~.

In jedem Fall gilt also <P;G"*,c>etOts
d.h. G"~E I:(p)

Sei G~ € 'X"w
Strategien,
Stellung P

und -tE. I* ein beliebiges Paar global-optimalers
so gilt gemäß D4.2 und S4.S für die Zugzahl der

z(p) = I<p; sll-;r:"'>1 .
Die Zugzahl der - bei optimalem Verhalten - längsten Partie ist
also dem Gesamtspiel (P,r) zugeordnet und gibt einen Hinweis
auf die Schwierigkeit des Spieles. Wir definieren

m :- max z(p) , so sprechen wir von (p,r)
peP: z(p)<oo

als einem m-zügigen Spiel.

D4.4 Sei

Zum Schluß erwähnen wir noch einige Beziehungen, die sich aus
S4.S ergeben.

S4.6 Für die Zugzahlfunktion erhält man im

Falll :

Fall2 :

z(p).. min max
(;«t; t.pl .f]::~

z(p)= min max
7:<!'LS(Pl ()(, I"w

l<pj!),.>I- max min \<p;~">1
Te 1'. l>'4.- 'P)

\<1>;6",1:>/= max min ~p;(;,'t">1
!l"(,I".... .". EZ~ tfl

Beim Beweis zeigen wir o.E. den Fall 1:

Wie nach D4.l schon erwähnt, hat man mit n : .. z(p)



(a)

(b)
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<p;G",T> ~ n

Aus (b) folgt für alle G"'€Z"w(p) max I<p; s, r >I ~n
'rE~s

und sodann mit (a) min max I<p; b ;r>/ .. n
~EL..(rl r-EL,

Aus (a) folgt für alle cE z, min \<P;(;"","t>/ f,n
G" el;.,lpl

Aber mit S4.5 gibt es ein c* mit min I<p j Iö, ."'>1 • n
(;E Z,.'pl

und somit max min 1<1> jfl" , 'r) I .. n
l:"E:[. I:"~ l;., 'P)

Ein Analogon im Fall 3, etwa 7;(p). inf sup l<Pj~,T>1 gilt
b~.r_ t'~Ls

aber nicht allgemein. Um aie Beziehungen des S4.6 dennoch 7;U
erweitern und um sie 7;U dualisieren, führen wir eine geeignete
Bewertung von Stellungen und Partien ein, die 7;wischen Gewinn
und Verlust nicht nur quantitativ, sondern auch qualitativ
unterscheidet.

D4.5 Bewertung von Positionen v : p- ~

{
1 Fallzrpj+l

v(p) : .. -1 im Fall 27; (p) +1

0 Fall 3

Für festes pEP set7;en wir

v :- v(p)
und erklären (unter Verwendung von !:W, L

S
als Indexmengen)

eine Matrix A· (a~L) durch

falls cp jo;r:,>E01.s
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54.7 Es gilt

v - max min alrt' - min max a 0-.. ,
a'~z.., t'E'rs t'~ z, "'~L...

d.h. das "Matrixspiel" A hat einen 5attelpunkt mit Wert v.

Für G""~L;, L"Er: ergibt sich v - aö"r"" •

:- z(p) = ~-1 schreibt sich die Bedin

der Form aG'T ~ v und wi r erhal ten

Beweis:Fall 1: Mit n

gung«p;r;,T>/~n in

(a) V 1\ an ~ v
e- "t'

(b) .1\ V an ~ v
(;' "t'

Bei (b) besteht zunächst die Einschränkung (;'E ~(p). Für öfLw(p)

gilt aber trivialerweise (b), da dann a", .. '"o und v> 0 ist.

Entsprechend zum Beweis von 54.6 ergibt sich aus (b)

m~n aG"t' ~ v für alle e:
und zusammen mit (a)

max min aC"'t' - v0- ".

Aus (a) und 54.5 ergibt sich

max a e-r ~ v für alle"t max ae-t"*= ver $"
und somit

min max
.. es

Fall 2: Mit n :- z(p)

I<p ;rr;t">I"n Ä

a(l"'"t' - v •

1 - 1 erhält manv
a IrL ~ V

a(l'"r.e 0 und v < o ,

alle T und dann

alle (f mit

dann

für

für

und somit

(a)' V 1\ an ~ v
T ".

(b)' 1\ V a(J'"t' ~ v •
t' r;

Für Ttf. Ls(P) ist (b)' wieder erfüllt, da

Analog Fall 1 ergibt sich m.t!x a(3'T ~ v

m.tn m:x ll(l"t" - v; sowie mt-n as-. ~ v

m~n a~•• • v ,also m:x m~n a ö T v.
Fall 3, d.h. v - 0:

Aus mjn aGt' f, 0 für alle G' und m.J:n aa-*1; = a5"".~ - 0

folgt m~x m~n a QL = 0

und aus m:x atl't'" ~ 0 für alle., m,:x aöt''' - 0 folgt
min max art'" • 0
r er
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§S Beziehung zwischen Gewinn- und Verlusts teIlungen

Mit den Begriffen und Hilfsmitteln der §§ 3 und 4 läßt sich
nun leicht für jede Position Gewinn (bzw. Verlust, gemäß der
Verabredung "w gewinnt - s verliert") erklären. w gewinnt in
pEP 5011 heißen, daß es in P eine Gewinnstrategie für w gibt.
Unter Beachtung der Numerierung P - {P1, •• ,~~ .. ,PN} , kann
man Gewinn für alle Stellungen durch einen Booleschen Vektor
über P beschreiben.

DS.1 Wir erklären Gewinnvektoren für w bzw. s

A A[n1 1n) und B B(n]B(n)~~ .
"Jt " N, 1 .

1. Gewinn für w

ACU :- (Lw(Pi) ~ lll) - L heißt "w gewinnt in Pi"

A[n]l:il .- (Lw tn] (Pi) ~ lll) - L heißt "w gewinnt in Pi in
höchstens n Zügen"

A~n)[iJ :- a~n~Pi) ~ III A r:Jn-1~Pi) .. lll)

- L heißt "w gewinnt in Pi in (genau) n Zügen".

z. Gewinn für s

usw.- analog 1.

3. Remis
Falls in Pi weder w noch s gewinnt, d.h. Aru v BIil - 0,
so heißt Pi eine Remis-Position.

Bemerkung: Nach der Bem. zu D3.4 schließen sich die Fälle 1.
und Z. der Definition gegenseitig aus.
Die in §Z eingeführten o-Verluststellungen ordnen sich der
jetzigen Definition unter, d.h. es gilt

Pi E v~o) >- A[i] - L

p. E V (0) >- B[1] - L.
~ w
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Vereinbarung: Gemäß der Zerlegung P - {P1' .• 'PwwJw{p~+~•• ,PN}
fassen wir die Mengen V~O)und V;O)hinfort in naheliegender Wei
se (Pi E V~Ol ~ V~O)(i] -L und Pi E V;O) "fi. Vs(O) Ii-Nw]-L) als Vektoren

(0) 'L (0) V
Vw E...."., 1 und Vs E,01'1 1 auf.w' s. ,

Wir fassen die elementaren Eigenschaften der Gewinnvektoren in
folgendem Hilfssatz zusammen, indem wir HS3.7 ergänzen.

(

VWo(O»)
B [0] .. B (0) _

(etwa n '" [~J)

und A[nl = V ACk)
k-o

für n ~ mA(n)", A(m) - 0

V A[n].. V
n~o n~o

A tn) _ A Cnl 1\ Ä ln- 11(4)

(5)

(2)

(3)

HS5.1 Eigenschaften der Gewinnvektoren (o.E. formuliert für A):

(1) A [n-t] f. A rn]

A [01 _ A (0) _ (0 )
Vs(O)

A (n) _ A

Das hauptsächliche Problem besteht nun in der Bestimmung der
Gewinnvektoren A (n) und B(n) (n ~ 0), die im wesentlichen die In
formation des Spieles (P,I) beschreiben. Eine global-optimale
Strategie läßt sich bei einem praktischen Algorithmus leicht
erhalten.

Vereinbarung: Die Zerlegung der Spiel zustände P - Pwv Ps
induziert eine Einteilung der Gewinnvektoren, die wir für A und
B (und entsprechend dann für A(n)usw.) wie folgt schreiben wol
len

A- (::) B - (::)

Die Bezeichnung ist mnemotechnisch gewählt, so daß G bzw. V,
Gewinn bzw. Verlust für (den Index) w oder s angeben, eine Par
tei, die dann am Zuge ist. Die Aussage "w gewinnt" bezieht sich
also immer auf eine Position mit w am Zug usw.
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Der Vorteil dieser Notation wird in folgendem 5atz ersichtlich,
der mit Hilfe der Sitze 3.6 und 3.8 Aufschluß über den Zusam
menhang der Gewinnpunkte im 5pielgraphen - dargestellt als Be
ziehung zwischen den Gewinnvektoren - gibt.

55.2 Zusammenhang zwischen Gewinn- und Verluststeilungen:

{

Gs • Bs Vw
(Z) __

Vw • Bw Gs

Beweis: Wir zeigen o.E.(l). Unter Verwendung von 53.6 erhält
man für p • Pi E Pw:

Gw[il • ACi] • (lw(p) ~ ,J) • ( V Lw(p') ~ ,J)
p'E rp

• yTCi,j]A,Atj] • YBwti,i]/\ Vs[i]

und für p • Pi E Ps:

Vsti] • ACi] • (Lw(p) ~ ,J) • cIw(p') ~ ,J für alle p'Erp)

• A (Tti,i] ~ AcH) • /\ rru.n , AU})
i i· YT [i .n., X(j] • -y""";"B-s -[i-,-i]-A---=C""'W-[j-J

Bei Benutzung des 53.8 - der 53.6 mit Beachtung der Zugzahlen
entspricht - ergibt sich ganz analog, wobei wir nur die (1)
entsprechenden Formeln angeben:

55.3 Algorithmus zur Bestimmung der A[~

(I) G (01. B V Cn- 1I
w w s

(11) V tnl. B F.(nJ
s s -"

mit Startvektor y(oJ • y (0)
s s
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55.4 Es besteht die Ungleichung

GIn) i: B V (n-1>
w ws'

bzw. genauer die Gleichung

G (n). B V (n-t) -a ln-tl
w ws'" w ,

so daß sich also der Algorithmus (I) auch in der Form schreibt

( I ) , r. fnl. G Ln-1J B V (n-1>-w w v ws'

Bemerkung: Ein entsprechendes Vorgehen bei (11) ist falsch, da
La. nur gilt

V [n] ~ V [h-l] B ~ (n)
S 5 V S W •

Unter Beachtung von 51.4 erhält man nämlich
V [n] • B 'I! 1)1]. B (G tn-tJ G (11») • -B-(-G"ll:lh:'""-""ljr--C"""';O\::":)- )

5 5 '"W s w v W 5 W A W

:. B C (n-l1ABC (n) • B C Ln-1] B ~ (n)
sw sw sw v s w

• v(n-ll B c(J1J
5 v 5 W •

Beweis von 55.4: Wir benutzen die Tatsache, daß die Booleschen
Matrizen einenv-multiplikativen Verband bilden, und erhalten:
G (11). G [nl C lll - 1] • B V(n-1I ~(n-1]
w w"'w ws "'w

• B (V(n-2] V(n-ll) C O1-lJ
w 5 v S '" W

• (B V(h-2J B v(n-l») ~(n-1J
ws v w s "'w

• (G [n-1l B V (n-l) ) G[n-1]
w v W 5 "'w

• B V(n-1J ~rn-ll
ws'" w

G[nl. G{h- ll G(n) _G tn - ll (BwVs(n-ll",Cwln-1Jw w v W W v

• G[n-1J B V (n-l1
w v w 5

Eliminiert man im Algorithmus (1,11) Vs' so erhält man

55.5 Rekursiver Aufbau der Folge G:ro beginnend mit G;~ .BwV;O) ;

G Cnl • B B C fn - 1J
w w 5 W
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Setzt man dies über einen weiteren Schritt fort, so ergibt sich
in

G[Z] .. B B B B G[0]
w w s w s w

für festes p s Pw ein Verfahren diese Stellung auf Gewinn in
zwei Zügen zu untersuchen.

S5.6 Ein Teilspiel eines Spieles erlaubt eine abgeschlossene
Berechnung, d.h. die Formeln der Sätze 5.2 und 5.3 gelten
für die entsprechenden Teilvektoren.

Beweis: Die Existenz eines Teilspieles (p',r') von (p,r) (mit
P' = Pw''';' Ps' c P) besagt, daß sich die Matrizen Bw und Bs be
züglich der Zerlegungen

Pw .. P~ ..:. P" und Ps .. P~ v P;w
in der Form

B .. (~) und B .. (~)w B" s
w

schreiben lassen. Zerlegt man Gw und Gs entsprechend

G .. (:~) Gs = [:~ )w und

so erhält man in die Beziehung

Also insbesondere

G~ .. B~ V~

Die Gültigkeit der übrigen Beziehungen für die Teilvektoren
G~,G~,V~,V~ des Teilspiels läßt sich ebenso einfach nachprüfen.
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§6 Die Kerne eines 5pielgraphen

(Z) ,

des 55.ZBringen wir die Gleichungen

[

G - B V
(')' w w s

Vs - Bs Gw
so legt dies die Einführung

auf die Form

{:s . BsVw
Vw • Bw Gs

von Vektoren

X, :- (;:) und Xz .. (::)
nahe, wobei wir an die Definition

A (::) B (:: )
erinnern. 55.Z ist dann nämlich äquivalent mit

56.' X, und Xz sind Lösungen der Booleschen Gleichung

X - T X

wobei die assoziierte Matrix des 5piel-

graphen ist.

Bemerkung: Für eine beliebige Matrix T kann man feststellen:
Ist die i-te Zeile von Teine Nullzeile, so ist Xti] • O.
Somit gilt speziell für die Lösungen der Booleschen Gleichung

aus 56.'

d.h. (::)
X

56.Z Die Lösungen X, und Xz der Gleichung X • T X erhält man
iterativ durch die Vorschrift
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(~S(o)
(I) x (nJ m T T - [n-l] mit X(01 ..

1 Xl 1

(Il) X[n] .. T T X[n-l] mit X l.Ol .. (~~o»)
2 2 2

Denn es ergibt sich

X[n].. (GJn~ und X(n] m (vJn
J
\

1 VslJ1]) 2 Gsen]}

und somit löst man die Systeme des 55.3 und das Verfahren endet,
falls x

1
[n +1J .. x

1
[nJ bzw. xim+ 1] .. xr1

Beweis: Die doppelte Iteration X .. T T Xvon X .. T X ent
spricht der Tatsache, daß einem Zug des Spieles ein Weg der
Länge 2 im Spielgraphen zugeordnet ist. Der Beweis wird durch
Iteration über n erbracht. Wir zeigen nur den Iterationsschritt
für (I).

- (n-1l (B V[n-~)
(oJ

n1

~T Xl .. Bw -srn-1J .. v:-1J
s Gwr' v;n-~) (~)X[n] .. T T x,En-ll ..

vjn11 B G [n]
s w

Bemerkung: Man kann auch mit X[0] .. (~) starten j dabei ergibt
1

sich allerdings

T X[0) (Bs~!) .. (Vs~))1

-[b] (Bw:;O) (G 01 X(1]T T Xl v~OlBs L 1

Wir erinnern nun an den Begriff des Kerns aus §1. Ein Kern ist
eine Menge, für die eine einschränkende Eigenschaft der Art
"man kann hinein, aber man muß heraus" gilt. Diese Beziehung
zwischen Können und Müssen drückt etwa die Verhältnisse bei Ge
winn- und Verluststellungen aus. Der Zusammenhang ergibt sich
unmittelbar aus 51.6.
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S6.3 Der Spielgraph (p,r) besitzt zwei ausgezeichnete Kerne
K, und KZ' nämlich

Kv .. {pi E P I Xv [iJ. 0 J v'" , Z •

Korollar: Ausführlich geschrieben bedeuten diese Kerne

K, - fpEPw I w gewinnt nicht} v [p EPs \ s verliert J
KZ - {p EPw I w verliert } v {p ES Ps I s gewinnt nicht}

und somit ist (wegen Vw ~ Gw ' Vs ~ Gs )
K,,,KZ - fp ES Pw I w verliert } v {p e- Ps I s verliert
die Menge der Verluststellungen und

K"KZ - [p E Pw I w hält Remis}
KZ,K, - {p EPs I s hält Remis}
die Menge der Spielremisen.
K,v KZ - {p EPw I w gewinnt nicht ~ v {p E Ps \ s gewinnt nicht}
ist die Menge der Nicht-Gewinnstellungen.
Wir können von der Lage der Kerne also folgende Skizze geben :

k1

Bogen
sein Bild an.
Dabei bedeute ein
(i,j) ohne Pfeil:
i E r j und j E r i

Ps 8

Dabei sind die Extremfälle K," KZ - ~ (es gibt nur Remisstel
lungen) und K, - KZ (es gibt keine Remisstellungen) möglich.

Ein zyklisch Z-geteilter Graph kann außer den Kernen K, und
KZ des S6.3 weitere Kerne haben.
Beispiel: Wir geben den Graphen durch

~ +. 3 2 1

Für diesen Graphen ergeben
K, .. [',Z,4,8}

sowie zwei weitere Kerne
K3-{,,4,6,8}

sich die ausgezeichneten Kerne

KZ -{4,S,6,81 '

K4 -fZ, 4 , S , 8 1



- 38 -

Jedoch sind die Kerne K1 und KZ charakteristisch in folgen
dem Sinne:

S6.4 Seien K1 und KZ die ausgezeichneten Kerne des Spiel
graphen (p,r). Dann gilt für jeden beliebigen weiteren
Kern K

Bemerkung: Das bedeutet, daß durch einen beliebigen Kern
(als einer allgemeinen Lösung des Booleschen Gleichungssy
stems X :0 T X) u.U. die Remisstellungen nicht alle - im
Gegensatz zu den VerluststeIlungen - beschrieben werden.

Beweis von S6.4: Jeder Kern enthält die Menge {p.: P I rp-,q
und somit gilt
(1) {PiEPS I VslOl[i] - LI C K.

Weiter bestehen die Implikationen

(Z) Falls lPi E Ps \ Vs[n-l]li] -L}cK dann {Pi e "w I G~nJ[i1 - L}C K .

(3) Falls ip.E:p \G[ri!CU" L}CKdann Jp.EP Iv[n1(i]· Llc K.
II w W 1 1 S S j

Wir zeigen zunächst (Z). Sei P=Pi mit G~~[fj .. L. Dann gibt es

nach 55.3(1) ein Pj" rp mit Vslh-U[jJ- L, a.n. Pj E. K und somit

p ~K. Zum Nachweis von (3) sei P"Pi mit V;nl[il" L und wir
nehmen an P 4K. Das bedeutet rp" K ; ; und somit gibt es ein
PjErp"K. Nach S5.3(II) ist aber GJn1(j]:O L, d i h , Pj4K. Dies
ist ein Widerspruch.
Aus (1) ergibt sich mittels der Implikationen (Z) und (3)
durch Induktion und mit Hilfe der Beziehung Gw" V G[k1

[k1 k~l w
V s .. V Vs :

k so

und entsprechend bei Betrachtung von Vw und Gs:

(5) {PiEPw I Vw[i] - L1 C K K c{PiEPs I Gs[i]-O}.

Dies bedeutet aber unter Beachtung der im Anschluß an S6.3
erfolgten Erläuterungen

K1 r. KZ C K c K1 v KZ
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§7 Vereinfachungen für ein spezielles Brettspiel

Die Vorstellung von den bekannten Brettspielen verbindet sich
mit einer einfacheren Struktur als die des Spiels der allge
meinen Definition des §Z. Wir wollen auf diese mögliche Ver
einfachung in der Darstellung eingehen und orientieren uns
dazu am Schachspiel.
Sehen wir von Besonderheiten - wie der Einschränkung des Zug
rechtes einer Figur durch die Stellung anderer, sowie der
Möglichkeit des Schlagens - ab, so können wir von folgender
Situation ausgehen: Auf einem Schachbrett bewegen zwei Partei
en einige Figuren. Jeder einzelnen Figur ist ein bestimmtes
Zugrecht zugeordnet. Der Zug einer Partei erfährt nun folgen
de Einschränkungen (im Vergleich zu den möglichen Obergängen,
die die Matrix T des Schachspiels erlauben könnte) :
(A) Eine Partei ändert nur die Stellung der eigenen Figuren,
(B) sie wählt genau eine Figur und bewegt sie gemäß deren

Zugrecht.
Die Eigenschaft (B) gestattet die Beschränkung auf eine Figur
(als "Summenfigur") für jede Partei durch Betrachtung des
Summengraphen.

Definition eines speziellen Brettspieles:
Für zwei Parteien oder Figuren (1) und (Z) seI Je ein Graph

G1 .. (Ql'r1) , GZ .. (QZ,rZ) mit assoziierten Matrizen B1,B Z
gegeben, der die Stellungen und Gangart der Figuren beschreiben
soll, in dem Sinne "Figur (F) wird vermöge rF auf QF gezogen".

Weiter seL eine beliebige "Zielmenge"
M C Ql )( QZ mit M = M1 v MZ

zur Ergänzung der o-Verlust- oder Mattsteilungen gegeben.
Ein Abspiel laufe folgendermaßen ab:
Beginnend mit e i.nem Punkt po=(i,k)EQ1" QZ und einer Angabe da
rüber, ob (1) oder (Z) in Po am Zuge ist - damit ist Po Aus
gangsstellung des Spieles - werden die Figuren abwechselnd
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gezogen, d.h.wenn etwa (1) in Po am Zuge war, wählt (1) einen
Punkt i' E r 1i und sodann (Z) einen Punkt k' E rZk usw. Das
Spiel endet, falls eine der Figuren nicht mehr ziehen kann
oder ein Punkt aus M erreicht ist und zwar mit Gewinn für (1),
falls nach dem letzten Zug von (1) gilt: (Z) kann nicht mehr
ziehen, oder es ist ein Punkt aus MZ erreicht. (Analog Gewinn
für (Z)).

Wir werden dieses Brettspiel nun in die Definition des §Z ein
ordnen und die Ergebnisse des §S in adäquater Form aufführen.
Zunächst müssen wir dazu das Quadrupel (Pw,ps,po,r) des Brett
spieles mit w-(l) und s-(Z) angeben.
Die Menge der Positionen besteht aus der disjunkten Vereinigung
zweier Exemplare von Ql " Qz:

P.".:- (Ql" Qz).". (,,"'l,Z), P :- P1 v Pz
wobei der Index 1,Z angibt, welche Partei am Zug ist.
Vereinbarung: Diese Indizierung soll der Einfachheit halber
nicht an der Position, sondern an den darauf operierenden
"Funktionen" erfolgen.
Da die Positionen durch einen Produktraum beschrieben werden,
verwenden wir in diesem Fall statt Gewinn- und Verlustvektoren,
M · d h' . . G Gcm V [n] \0a t r r zen , •• Wlr oper i eren mt t l' 1 , ••• , Z ~,(gIQ11, IQ2.1 •

Wir schreiben etwa V,co>Ci,k] "L mit der Bedeutung: (i,k) '=:

(i,k)l ist eine o-Verluststellung für (1) in der Stellung
(i,k) mit (1) am Zuge.

Gemäß den Forderungen in der Definition des speziellen Brett
spieles können wir weiter setzen

V,tolCi ,k] := ( r 1i - (J v (i ,k) E M1
Vz(O)n ,k] .- ( r zk - ~ " (i,k)EMZ

sowie die Korrespondenz rauf P erklären vermöge

rCi,k) :-
(i,k)4 M1

(i,k)EM1
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(i,k)+MZ

(i,k) EMZ

für" -',Z.

Diese Definitionen sind natürlich verträglich, da - wie man
leicht sieht - gilt

V.}O)[i,k] - (r(i,k)" - ~ )

Die Beschreibung des Zugrechtes eines Brettspieles erfolgt
durch B1 und BZ' die zusammen Z'IQ,I'IQzl Elemente haben, wäh
rend bei der allgemeinen Darstellung des §Z die Matrix T gleich
Z. ( IQ,I'\Qzl ) Z wesentliche Elemente zählen würde.

Nun wollen wir die Sätze 5.3 und 5.4 anwenden und die für die
hier eingeführten Matrizen geltenden Aussagen ableiten.

S7.' Beziehung zwischen den Gewinnmatrizen G, und Vz eines
speziellen Brettspieles

G(n) _ B V(n-') -(0) Gth- lJ
1 1 Z A V1 1\ ,

Vzfu] - G,tn] B
Z
T v VZ(OI

Korollar: Deutet man (1) als Spinne und (Z) als Fliege und
B1 = BZ als Spinnennetz, so liefert S7.' mit

G Co] • _ V (0) • _ E V (0) • = 0
1 . l' , Z .

einen Algorithmus zur Jagd "Spinne gegen Fliege".
Ein entsprechendes .ALGOL-Programm von Prof.Dr.A.van Wijngaarden
war Ausgangspunkt meiner Bemühungen kombinatorische Spiele zu
analysieren.

Beweis von S7.1: Wir benutzen die Ungleichung Gsn)~ Bw v~n-l)

des S5.4 und erhalten aus Gin)~,kl-L die Existenz eines paus
rn ,k) , mit Vin- llrp] -L. Dies ist aber gemäß Definition von r1P,
sowie ViO) gleichbedeutend mit der Existenz eines jE r,i mit
VZ<n-llU,k]-L und (i,k)lfM, bzw. vz(n-1>n,k]/\ v1(0)li , k] = L.
Wir haben also die BeZiehung

(I) G1(
n1li,k]' V V(n-lln,kJ /\ V1(01ti , k].... r:' Z

J '" 11



erste Gleichung bewiesen.
Vin ) " Bs G~n] (55.3) die zweite
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gewonnen und damit auch die
Entsprechend läßt sich aus
Gleichung ableiten:

v/[Il][k,iJ .. v211J.1[i,k] = (3PE rci,k)z G1[nJ[PJ =L )

.. V a(n] [i , j] A V (O)(i, kJ
j E r 2k 1 2

.. '! (B
2

[ k , j ] /\ G
1
T[n18 ,i]) A v/ (O)(k,i1

J
Also V/ (n]" B

2
G,T (nJ. /\ v/ (0)

- [nl -(n1 T - (0)V2 - .. G1 B2 A V2
V [n1 G- tn1 B T V (0) b

2 1 2 v 2 zw.

(11) VrJ[i,kJ" /\ GFn)[i,j] y v2(01n , kl
jE r 2k

Wir betrachten die Aussagen des 57.1. Ist die Korrespondenz r 1
und somit die assoziierte Matrix B1 abhängig von der 5tellung
k der Figur (2), so gilt nicht mehr die erste Gleichung, jedoch
die Beziehung (I), die nur ein festes k enthält. Dazu muß man
die Definition eines speziellen Brettspieles erweitern und ~

durch r1 (k) ersetzen, d , h , der Figur (1), I Q1 1 Graphen zuordnen.
Entsprechendes gilt bei der Abhängigkeit von r 2( i ) für die Be
ziehung (11). (Diese Auffassung ist gegenüber D2.1 nur dann von
Vorteil, wenn die r

1
(k) für alle k leicht zu beschreiben sind.)

Wir fassen dies in einem Satz zusammen, der Grundlage für einen
praktischen Algorithmus ist.

57.2 Gegeben sei ein spezielles Brettspiel mit einer Abhängig
keit der Gangarten r 1"r1 ( k ) und r 2"r2( i ) von der Stellung der
anderen Figur. Zur Berechnung der Gewinnmatrizen eignen sich
die Beziehungen

{

G
1

(n ) [i , kJ .. V v
2

(n- l ) [j , k] A G
1

[n- 1J[i , k] A V
1

(0) [ i , k]
j~r,;i

(I)

G [n] G [n-l] G (n)
1 .. 1 v 1
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~
VZ (n ) [ i ' k] - /\ Gl[n] [i,n A. "z[n-l] [i,k]

]Elik
(Il)

V [n] .. V [n-ll V (n)
Z Z v Z

Zum Beweis beachte man bei (I1) VzIOl"vln-l] dvh , Vz
IO)""r-ll -0.

Daraus ergibt sich dann gemäß 87.1 (Il) und vjrß-vt1A vln-l1
die Behauptung.

Bemerkung: Die Asymmetrie der Beziehungen, die sich im Vorko
men von "lW) in (I) ausdrückt, rührt von der Definition eines
speziellen Brettspieles her, in der nur o-Verluststellungen
(Matt) aber nicht o-Gewinnstellungen ausgezeichnet worden si
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SB Rückführung des Schachspieles auf ein spezielles Brettspiel

Wenden wir unsere Ergebnisse auf eines der bekanntesten Figuren
Brettspiele an: Das Schachspiel.
Beim Schach besteht eine Position p = (wl •.••w16.s1 •••• s16.F.I)
aus den Lokalisierungen der Figuren 0' wi,si '64 (. 0 be
deutet: Figur nicht vorhanden), der Angabe des Zugrechts Fund
einer geeigneten Information I zur Beachtung der Rochade, des
En-Passant-Schlagens, der Zugwiederholungsregel und der So-Züge
Regel. Vom Parameter I wollen wir im weiteren absehen.
Geht man wie in §2 vor, so ist eine Beschreibung des Schachs
nach entsprechender Berücksichtigung der PattsteIlungen möglich.
Wir wollen jedoch das Schachspiel als ein spezielles Brettspiel
im Sinne des §7 auffassen und den Algorithmus des S7.2 auf sei
ne Verwendbarkeit hin diskutieren.
Die Besonderheiten, die wir beachten müssen, sind die Definition
des Matts, die Beschränkungen des Zugrechtes einer Figur durch
andere. eingeschlossen der Möglichkeit des Schlagens, sowie der
Regel, daß man nicht ins Schach ziehen darf, und das Patt. Wir
streben an, den Schwierigkeiten durch geeignete Vorbesetzung
der Startmatrix V;Olund konsequente Benutzung des Algorithmus
Rechnung zu tragen.
Die Voraussetzung der Unabhängigkeit des Zugrechtes der Figuren
voneinander ist nicht gegeben, und so lassen sich auch nicht
mehrere Figuren zu einer Summenfigur zusammenfassen. Dennoch
kann man alle Besonderheiten am speziellen (End-) Spiel

wK + wF x sK + sF

studieren, bei dem wF bzw. sF gegebenenfalls als Repräsentant
der weißen bzw. schwarzen Figuren steht.
Wir gehen also von folgender Situation aus:
Gegeben ist ein Schachbrett mit 64 Feldern von 1 bis 64 nume
riert, sowie ein Feld o. Darauf operieren zwei Parteien, wund
s mit je einer ausgezeichneten Figur, dem König K, und einer
weiteren Figur F. Eine Stellung ist also gegeben durch ein
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Quadrupel
(wK,wF,sK,sF) mit 1 6 wK,sK ~ 64, ° , wF,sF ~ 64

sowie einer Angabe darüber, wer am Zuge ist.
Wir werden sehen, wie man auf das Feld 0 für geschlagene Figu
ren verzichten und das Schlagen einfacher berücksichtigen kann.

Weiter sei nun jeder einzelnen Figur ein bestimmtes Zugrecht
zugeordnet. Zur Vereinfachung vereinbaren wir, die zugehörige
Korrespondenz r nicht noch durch F zu indizieren, so daß also
rF genau die Felder umfaßt, auf die die Figur F vom Feld F aus
(unter Beachtung anderer Figuren) ziehen kann. Ebenso ist klar,
was rw bedeutet, wenn wir von der weißen Stellung w • (wK,wF)
sprechen.
Das Zugrecht einer Figur erfährt durch die Stellung anderer Fi
guren genau definierte Veränderungen, zumeist Einschränkungen.
Zur Diskussion steht also der Algorithmus des S7.2

{

GJnl[w,sJ V Vsm-lI (wN, s] A G~n-1J [w,s] " V~O) [w,s]
(I) wN~ rw

G [n] G [n-1] G (n)
w w v w

{

vs(nl[w, s] • /\ G[n1[w,sN] Vsfn-1Jrw,s]
sNE rs w A

(Il)
V[nI V [n-1] V(n )

s s v s

wobei r sofern im folgenden nicht ausdrücklich anders ver
merkt - das modifizierte Zugrecht bedeuten soll.

Ferner ist eine Angabe über die Startmatrizen Vs(O) , Vs[ciJ , G~O] •
V~o) nötig, die im wesentl ichen auf die Vorbesetzung v;o) : =Ms
(Menge der MattsteIlungen) hinausläuft.
Durch eine darüberhinausgehende Vorbesetzung wollen wir den Al
gorithmus jedoch so steuern, daß er einigen Besonderheiten des
Schachs Rechnung trägt.

1. Einführung und Berücksichtigung illegaler Stellungen

Die Darstellung der Positionen als Elemente eines Produktraumes
ermöglicht die Anlage bestimmter Stellungen, die beim Schach
spiel illegal sind, nämlich solcher mit übereinstimmender Brett-
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nummer (Inzidenzen), sowie mit bena~hbarten Königen.-)Im Hinbli~k

auf eine mas~hinelle Realisierung ist es bequem, diese Stellung
en - in denen es entsprechend der Betrachtung als spezielles
Brettspiel ja auch ein Zugre~ht gibt - hinzuzunehmen und dafür
zu sorgen, daß kein Einfluß auf legale Stellungen entsteht.
Dazu führen wir eine Matrix ILL ein, die genau diese Stellungen
~harakterisiert:

ILL [wK,wF,sK,sF] :- (wK = wF) v (wK - sK) v (wK - sF) v

(wF = sK) v (wF = sF) v (sK sF) v

(sK e: rwK)

S8.' Die Vorbesetzung

(1) GtoJ '= V LO] :- ILLw • s

bewirkt im Algorithmus, daß illegale Stellungen nicht mehr
als Gewinn- bzw. VerluststeIlungen erkannt werden,

d s h , G~nl v V~n) , ILL für n.'

Aus illegalen Stellungen darf also herausgezogen werden. Eben
falls darf hineingezogen werden.
V;') beschreibt die Menge der Stellungen {(w,s)s I fs = ~} ,

in denen s also nicht ziehen kann.

Beweis: Aus (I) ergibt sich (die bekannte Beziehung)

G (n) "G [n-l]
w w

und zusammen mit

ILL = G[0) "G [nJ bzw. ~ [n] ~ Ta
w w w

folgt also G~n)" ILL Analog ergibt sich V;ru , 1LL

Wir haben uns nur no~h zu überzeugen, daß auch durch Züge in
illegale Stellungen keine Nebeneffekte auftreten. Entsprechend
dem asymmetrischen Aufbau des Algorithmus bleibt nur die Wir
kung von G~oJauf (11) zu untersuchen. In der Zerlegung

V(n)Cw,s] = /\ G~n][W,sNJ A A G$nJ[w, sN] " VJn-n[w,SJ
s sN~ I s sN E r s

ILL[w, sN] -0 ILL [w, sN]-L

·)positionen, bei denen die ziehende Partei im Schach steht,
gelten bei unserem Aufbau nicht als illegale. (S.Abschnitt 3.)



- 47 -

ist der zweite Faktor - wegen G~nl~ G;O] - identisch L und so
mit ohne Einfluß auf den Wert von v;nJew,s], falls Fs ~ lll. Ist
aber rs = III für (w,s)s (und V;~[w,sl = 0), so ergibt sich bei
der ersten Iteration Vs

(1)[w,sl
"L •

Die Matrizen der Stufe 0 sind also im wesentlichen nur zum
Steuern und nicht im Sinne der DZ.l zu verstehen. So ist etwa
V (o) ~ V (PJ und V (1) entspricht V (o) usw.

s s s s

Auf V (1) stehen durch die Vorbesetzung (1) schon die Stellungen
s (1)

mit rs = lll, und es bleibt noch unsere Aufgabe durch Vs auch
die eigentlichen MattsteIlungen beschreiben zu lassen. Wir wer
den Matt berechnen und streben dabei an, auf Inzidenzen (die
überschaubar sind) zurückzugehen und den Algorithmus zu verwen
den.

Z. Rückführung des Matts auf Inzidenzen und Beachtung der Patt
Stellungen

Definition: Man sagt "sK steht im Schach", falls den König eine
weiße Figur angreift, d.h.

sK ~ fwF
(wobei r auch als Funktion von wK und sF zu verstehen ist).
Eine Stellung, in der s am Zug ist und nicht ziehen kann oder
sich durch jeden Zug ins Schach stellen würde, heißt für s
"Matt", falls sK im Schach steht und ansonsten "Patt". Wenn
dies durch die BooLeschen Matrizen Ms bzw. Patts charakteri
siert wird, und wir für eine Stellung (w,s) die Aussagen

A : .. ( sK"rwF )
B := ( Fs = III ) v ( sKN e fwF für alle sN e rs )

formulieren, so können wir schreiben
Ms[w,sJ :- A A B

Patts [w,s] := A /\ B

(Dabei ist r wieder so zu verstehen, daß gegebenenfalls gilt
r(w,s)s = {(wK,wF,sKN,sF), (wK,wF,sK,sFN), (wK,o,sK,sFN)}).
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Die Berechnung von Matt und Patt aus den Inzidenzen erreichen
wir nun durch Einführung des König-Schlagezuges "wF schlägt sK"
d.h. durch die Vorbesetzting

(2) V;O) [w.sJ :- (wF - sK) .

S8.2 Nach Vorbesetzung (1) und (2) und Anwendung des Algo
rithmus erhält man

GJll rw•s]

V (1 l
s

so daß sich also für Matt

Ms " Patts

und Patt ergibt

V
(l) G (1)

s /\ w
V (1) /\ G(1)

s w

Beweis: Vernachlässigen wir V(O} (siehe S8.5) und betrachten (I),
so gilt GJllrWK.WF.SK.SF] - LWgenaU dann. wenn Bedingung «a)
oder (b)) und (c) erfüllt ist. Dabei ist
(a) 3 wKN E rw mit Vs(O)[WKN.WF.SK.SF]. L dvh , wF - sK
(b) 3 wFN E rw mit wFN· sK
(c) G~oJ[WK,WF.sK.sF] • 0

Da (a) und (c) wegen (1) unvereinbar sind und (b) mit sKerwF
äquivalent ist, charakterisiert GJll also die Stellungen,
in denen sK im Schach steht.
Betrachten wir nur legale Stellungen. d.h. V;W[w,~ - 0, so
gilt

vP}[w,s] = sN0s GJ1J[W.SN] - ( sKN erwF für alle sNers j .

Zusammen mit Vorbesetzung (1) und S8.1 ergibt dies die Bedin
gung B in der Definition von Matt und Patt und somit

V (1) • M Patts s v S •

Durch (2) erscheinen also die Pattsteilungen bei den l-Verlust
stellungen. Dies muß richtiggestellt werden. was etwa nach der
ersten Iteration durch den Prozeß

V (1J : _ V (1) G (1)
s S /\ W

(aber nachdem vpl:_ v~oJ v V~l) durchgeführt wurdel)
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erreicht wird. Wir wollen diesen Sonderalgorithmus nicht ein
schieben und treffen unter der Annahme, daß Patts von Anfang
an bekannt ist, die Vereinbarung

(3) Patts " V~O)

Durch diese Vorbesetzung wird entsprechend der Berücksichtigung
der illegalen Stellungen ohne Nebeneffekte erreicht, daß Patt
stellungen nicht mehr betrachtet werden.

3. Vermeidung des Schlagens durch geeignete Einführung der
Teilspiele

Betrachten wir die Menge der Stellungen

{(wK,wF,sK,o) I wK,wF ,sK beliebig J '

so ist das dadurch gegebene Spiel wK + wF x sK ein Teilspiel
zu wK + wF x sK + sF im Sinne der DZ.Z. Auf die Verlust
matrizen dieses Teilspiels beziehen wir uns mit v~n~

Die Gewinnmatrix des Teilspiels wK x sK + sF bezeichnen wir

mit gw'
Nach S5.6 können diese Teilspiele vorweg behandelt werden.
Wir fragen zunächst, was "Schlagen" bedeutet. Erstens die Ein
führung eines Feldes 0 für die geschlagene Figur und zweitens
bei jedem Zug (in der innersten Schleife) eine Verzweigung der
Art

• {
(wK,wFN ,sK,o) falls wFN • sF

rwF ~(wK,wFN,sK,sF)
ungeändert sonst

Und dies bei jeder Iteration, obwohl im wesentlichen das Teil
spiel wK + wF " sK nur einmal betrachtet werden müßte. Wir
werden uns im folgenden bemühen, die Information des Teilspiels
so zu übernehmen, daß man auf das Schlagen verzichten kann.

a) Beachtung des Zuges "w schlägt sF":

Da ein weißer Zug zu untersuchen ist, betrachten wir Algorith
mus (I) und fragen, wann ein Schlagezug von Bedeutung ist.
Dies drückt sich gemäß (I) genau in folgendem aus, wobei wir
etwa "wK schlägt sF" betrachten:
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ohne
die (*)

hinzufü-

o .

einführt

V(n) := yen) v*(n)
s s v s

die Information über Verlust aus dem Teilspielwobei VII<s
wK + wF )( sK

(*) V:nJ[WKN,WF,sK,o) .. L >- GJn+1J[WK,WF,sK,WKN] .. L

für alle wK E r- 1wKN
unter der Voraussetzung GLn] V (O)[wK wF sK wKN] ..w v W ",

Das gleiche leistet aber der Algorithmus (I) und zwar
Schlagen, wenn wir dem aus (11) sich ergebendem vin ) ,

entsprechenden Inzidenzsstellungen (wKN,wF,sK,wKN)s
gen.
Wir bilden also
(4)

(5) ~ (nl[wK,wF,sK,sF) " (wK"sF v wF=sF) A v;ru[WK,wF,SK) (n~1).

Vereinbarung: Da man bei den von uns gerechneten Schachend
spielen nicht so sehr an der exakten Zugzahl bis zum Matt wie
an der Zugzahl bis zu einem Teilspiel interessiert ist, haben
wir durch folgende Zusammenfassung den Algorithmus vereinfacht.
(Im günstigsten Fall verringert sich die Zahl der Iterationen
dabei um die maximale Zugzahl der Teilspiele und man spart die
ständige Durchführung des Prozesses (11).)

(4)' V'" " V(oJ mit V* := V V*ekJ
s s s k~1 s

Wir fassen zusammen

S8.3 Durch (4)' wird die Information aus dem Teilspiel
wK + wF x sK übernommen und die Schlagezüge "w schlägt sF"
sind entbehrlich.

b) Beachtung der Züge "s schlägt wF" und "sF schlägt wK":

Der Beachtung dieser Schlagezüge liegt eine andere Auffassung
zugrunde als die der weißen Schlagezüge unter a). Wir betrach
ten o.E. "sF schlägt wF" und stellen fest, daß allgemein gilt 
und darin drückt sich die Bedeutung des Schlage zuges aus -

-1
(*~) GWLwK,o,sK,sFNJ=O >- Vs[wK,sFN,sK,sF)"O für alle sFe-r sFN
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D.h. in der Stellung (wK,sFN,sK,sF)s verliert s nicht, da es
zumindest einen Schlagezug hat, der in eine Stellung aus dem
Teilspiel wK x sK + sF führt, die für w nicht gewonnen ist.
Um dieses Schlagen gemäß (11) zu verhindern (nur um immer wie
der festzustellen, daß s in diesen Stellungen einen guten Schla
gezug hat), werden wir diese Stellung als o-zügige VerluststeI
lung (I) erklären und dadurch analog der Beachtung des Patts und
der illegalen Stellungen erreichen, daß sie nicht mehr behan
delt wird.
Da wir (Il) nicht in der (I) entsprechenden Form ( Vs = V Gw
haben, müssen wir dazu einen eigenen Algorithmus formulieren

(IlI) D[w,s] :- V Crw,sN]
sN ~ r s

Aus den (~*) entsprechenden Inzidenzstellungen (wK,sFN,sK,sFN)w
bzw.
(6) C[wK,wF,sK,sF] :- ( sK=wF v sF=wF ) A &w[wK,sK,sF]

,,( sF-wK )
erhält man dann mittels (111) die in Frage stehenden Stellungen
auf D. Läßt man illegale Stellungen außer Betracht, gilt näm
lich für eine Stellung (wK,wF,sK,sF)s , D = L genau dann, wenn

3 sKNErsK mit sKN=wF und GwlwK,o,sKN,sFJ 0

oder 3 sFNE rsF mit sFN=wF und Gw[wK,o,sK,sFN] - 0

oder 3 sFNE r sF mit sPN-wK •

S8.4 Durch (6) und Algorithmus (111) ergibt sich die Matrix D,
die die Information des Teilspiels wK x sK + sF einführt.
Genügt die Vorbesetzung der Bedingung

(7) D " V[oJs
so werden die schwarzen Schlagezüge "s schlägt wP" und
"sF schlägt wK" entbehrlich.

Im Algoritkmus (I) hat v~O)berücksichtigtwerden müssen. Durch
v~o) 'GJ~ ließe sich (I) zu einer (11) entsprechenden Form
vereinfachen, würde jedoch die Berechnung von VJOl voraussetzen.
Nach der Vorbesetzung (7) erhält man auch so
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S8.5 Berücksichtigung der weißen Mattsteilungen:
Es genügt Algorithmus (I) in der Form

(I) I G(n) [w s1 V V (n-ll [wN s l /I Gw[n-1J [w,s1
w' wN ~ IW s '

durchzuführen.

Beweis: Ist (w,s)w eine weiße Mattsteilung, so heißt das, daß
rw .. ~ ist - und in diesem Fall ist (I)' äquivalent (I) - oder
daß für alle WNErW gilt wl<NccrsF und somit D(wN,s] .. L. Wegen
(7) folgt weiter v~n) [wN,sJ .. 0 für alle n;lol und somit kann
auch bei Algorithmus (I)' keine Mattsteilung als Gewinnsteilung
erkannt werden, d.h.

G(n] lO y (01 auch bei (I)'.w w

4. Der Begriff der Rückrechnung

Betrachtet man den Algorithmus (1',11) für die Gesamtheit der
Nicht-Remis-Stellungen, so erweist sich der Versuch, von be
kannten Stellungen weiter- oder rückzurechnen, als vorteilhaft.

a) für Weiß

Algorithmus (I) oder (I)' unterscheidet sich von (11) in fol
gendem: Bei (I)' ist es nicht nötig, alle Stellungen (w,s) zu
untersuchen, sondern es genügt von den Stellungen (wN,s) mit
v~n-l) [wN ,s] .. L auszugehen und hat gemäß der Feststellung

(IX) v;n-l) [wN,sJ,... G~n-1] [w,s1 .. G~n> (w,S] für alle WE r-lwN.

alle sich ergebenden n-zügigen Gewinnsteilungen.
Diese für einen praktischen Algorithmus wichtige Eigenschaft
wollen wir als Rückrechnung für Weiß bezeichnen (IIG~n) wird
aus V;n-l) rückgerechnet").

b) für Schwarz

Das gleiche Vorgehen ist auch hier möglich, wenn man mit den
komplementären Matrizen arbeitet und dafür den Algorithmus
(11) formuliert

(11)' vs(nl Cw,s].. V G[n1 [w 51 v y[n-l] LW s ]
sN E rs w ' s '
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wird aus G~n] rück
komplementären Ma-

V[n-1] [w sJ
s '

V GJn-1J [w,sN]
sN E f s

folgt sofort, daß es ein sNE f s

= L d.h. G~n) [w,sN] = L und

Im Sinne von a) würde das bedeuten "V (n)s
gerechnet". Will man jedoch nicht zu den
tri zen übergehen, kann man die Beziehung

(ß) V (n) [w,s] ~ V G(n) [w,sN]
s sN E F's w

ausnutzen. (Ihr liegt die überlegung zu Grunde, daß eine Stel
lung (w,s) nur dann als n-zügige Verluststeilung in Betracht
kommt und mittels (11) untersucht werden muß, wenn mindestens
für ein SNEfs, (w,sN) als n-zügige Gewinnstellung erkannt
worden ist.) Aus der Identität

v;n) [w,s] /\ GJn1 [w,sN] A

sNE fs
/\ G~nl [w,sN] A

sN E fs
und der Annahme V;n) [w,s] = L

gi bt mit G[n-1] »: G[n] [w sN], w w'
(ß) ist bestätigt.
Wir können also ausgehend von G(n) mit G'nl [w sN] = L diew w'
Stellungen (w,s) für alle s E 11~N markieren (z.B. auf v;n))
und dann mittels (11) nur markierte Stellungen untersuchen.
Dies wollen wir als Rückrechnung für Schwarz aus G~n)bezeichnen.

Bemerkung: Die "schwarze Rückrechnung" ist natürlich nur dann
sinnvoll, wenn nur ein kleiner Teil der Gesamtstellungen mar
kiert wird. In günstigen Fällen kann dadurch der Rechenaufwand
auf einen Bruchteil zurückgehen.

5. Beschränkungen des Zugrechtes

Die bisherigen überlegungen haben gezeigt, daß die Beschrän
kungen des Zugrechtes zum Teil entfallen können. Gemäß S8.1
ergibt sich
(8) König und Springer müssen keine Figur beachten, d.h. das

zugehörige r erfährt keinerlei Beschränkungen.
Bemerkung: Bei der Feststellung in 58.1, daß v;l)die Stellungen
mit fs = ~ beschreibt, wird allerdings benützt, daß r das be
schränkte Zugrecht darstellt. Im Falle eines Vier-Figuren-
spieles gilt aber {(w,s)s rs = ~} = ~
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(9) Auf einen König fremder Farbe muß nicht achtgegeben werden.

Durch Vorbesetzung (2) und (6) wurden diese Stellungen nämlich
schon behandelt.
Bei der folgenden Eigenschaft nutzen wir wesentlich aus, daß es
sich um ein Vier-Figurenspiel handelt.

(10) In einem 4-Figurenspiel wK + wF x sK + sF , bei dem sF
eine solche Figur ist, daß die Veränderung des Zugrechts
durch andere Figuren in einer Beschränkung des Zugrechts
liegt, gilt darüberhinaus : sF muß nicht auf wF achten.

Beweis: sF beachtet wF heißt also: Falls wF E r sF erfährt r ge
wisse Beschränkungen zu r(wF), d.h. r(wF)sF c rsF •
(Für sF - sB ist dies z.B. nicht richtig!)
Für ein 4-Figurenspiel gilt nun trivialerweise, daß für alle
Stellungen ohne wF, w nicht gewonnen hat, d.h.

gw[wK,sK,sF] - 0

und somit nach S8.4
DLWK,wF,sK,sF] = L falls wF€ rsF

Das bedeutet aber wegen Vorbesetzung (7) V;OJlwK,wF,sK,sFJ - L
für alle Stellungen, in denen sF auf wF achten müßte.

Bemerkung: Umgekehrt gilt aber "wF beachtet sF" - wie man sich
an trivialen Beispielen überlegt. Die obige Argumentation trifft
deshalb nicht zu, weil vs[wK,wF,sK] nicht identisch List.
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§9 Realisierung des Algorithmus für ein Schachendspiel

auf einer Rechenanlage

Die Berücksichtigung der Besonderheiten des Schachs im vorigen
Paragraphen, die im Hinblick auf eine schnelle maschinelle Rea
lisierung vorgenommen worden ist, setzt in der beschriebenen Art

voraus, daß der gesamte Stellungsraum betrachtet wird. Der ge
wonnene Algorithmus kann als Rückrechnung, ausgehend von Matt
stellungen bezeichnet werden, während die für beliebiges n
bei fester Stellung ausgeführte Formel des S5.5 als Vorwärts

rechnung (Aufstellen des Spielbaumes) angesehen werden kann.
Eine Rückrechnung ohne vorherige Anlage aller Stellungen ist
im Falle weniger Nicht-Remisstellungen auch durch Auflisten
möglich.
Auf die Bedeutung und die Grenzen des Verfahrens in §8 wollen
wir kurz eingehen. Wir akzeptieren die Fragestellung nach der
exakten Zugzahl. Man kann ein triviales Spiel angeben, bei dem
eine Strategie für alle Stellungen erklärt sein muß (, da alle

bei der Partie durchlaufen werden).
Betrachten wir ein nicht triviales Beispiel: das Turm-Endspiel
wK + wT x sK • Bei der Methode der Rückrechnung hat man alle
Stellungen, das sind 218, zu betrachten. Weiter gilt Irwl ~ 22
und Irsl , 8 , und wir nehmen als Durchschnittswerte 18 bzw. 7

an. Bei der Vorwärtsrechnung entspricht nun "Bw'Bs" einem Zug
und der Anlage von 7·18 = 126 ~ 27 Stellungen im Spielbaum.
Wir fragen nun, ausgehend von einer festen Stellung: Wieviel

Züge (x) exakter Vorwärtsrechnung sind nötig, um ebensoviele
Stellungen anzulegen, wie bei der Rückrechnung zu betrachten

sind, nämlich 218?
Aus der Beziehung (2 7)x = 218 ergibt sich x. ~8 <3 . Also

hat man bei 3 Zügen optimaler Vorwärtsrechnung schon mehr
Stellungen anzulegen als die Gesamtheit aller Stellungen

ausmacht.
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Der Algorithmus (1,11) in der Form des §8 wird sich also beson
ders für Probleme eignen, bei denen exakte Zugzahl und eventuell
eine Gesamt-Ergebnisliste interessieren.

Ein anderer Weg muß beim Schach beschritten werden, falls ein
Programm für beliebig viele Figuren gesucht wird. Unter Verzicht
auf Optimalität wird dabei die Vielzahl der zu untersuchenden
Stellungen des Spielbaumes in mehrfacher Weise eingeschränkt, im
wesentlichen nach einer Methode, die man wie folgt beschreiben
kann: Selektive (bewertete) Vorwärtsrechnung (eventuell wird
von bestimmten "toten" Stellungen nicht mehr weiter gerechnet)
in einer variablen Tiefe (3 - 6 Züge, je nach Stellung) ; an
schließend Bewertung der erhaltenen Stellungen durch eine empi
risch eingegebene Funktion.
Für eine übersicht über diese Bemühungen um ein allgemeines
Schachprogramm verweisen wir auf folgende Literatur:
Samuel A.L.: Programming Computers to Play Games, in Advances

in Computers, by Alt, Acad.Press, 1960, S.165-192.
Michie D.: Game-playing and Game-Iearning Automata, in Advances

in Programming and Non-numerical Computation, by Fox,
Pergamon Press, 1966, S.183-200.

Good I.J.: A Five-year Plan for automatie Chess, in Machine
Intelligence 2, by Dale and Michie, Oliver and Boyd, 1968.
S.89-118.

Euwe M.: Schach mit dem Computer, IBM Nachrichten 196, 1969.

Scott 3.3.: A Chess-Playing Program, in Machine Intelligence 4,
by Meltzer and Michie, 1969.

Wir wenden uns nun Schachendspielen zu und betrachten ein
4-Figurenspiel der Form wK + wF x sK + sF oder wF x sF.
Da wir u.a. das Spiel D x T - das praktisch stets für D ge
wonnen ist - behandeln wollen, kommt Auflisten nicht in Betracht.
Somit ist die Verwendung des Algorithmus (1,11) von §8 gerecht
fertigt und soll nun weiter diskutiert werden.
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symmetrisierung:

Das Schachbrett und -spiel hat, falls keine Rochade zugelassen
wird, eine Symmetrie, und falls auch keine Bauern vorhanden sind
- und dies ist der von uns betrachtete Fall - drei Symmetrien.
Wir machen nur von zweien Gebrauch, indem wir eine Figur auf
einen Quadranten beschränken. Dadurch reduziert sich die Zahl
der Stellungen auf den vierten Teil. Die dritte Symmetrie nicht
auszunutzen, hat folgenden Vorteil: Einmal hat man durch die
Gleichheit der Anzahl symmetrischer Gewinn- bzw. VerluststeI
lungen eine Kontrolle über den Algorithmus und über die Rechen
anlage und zum anderen steigt der Programmier- und Zeitaufwand
bei Beachtung der dritten Symmetrie erheblich. Die Symmetrie
sierung wirkt sich nämlich auf das Zugrecht aus. Wird der Be
reich der symmetrisierten Figur durch diese überschritten, muß
geeignet gespiegelt werden. Bei zwei Symmetrien kann nun durch
entsprechende Brettnumerierung erreicht werden, daß die durch
die Spiegelungen nötigen Maschinenoperationen kurz und schnell
sind.

Komprimierung durch die Speicherstruktur einer Rechenanlage:

Zur Vereinfachung der Beschreibung gehen wir von der Annahme
aus, daß wir eine 64-Bit-Maschine zur Verfü~un2 haben. Ein
Ganzwort ist für uns dann ein Element aus ~64:= ~1 64 ' und

•wir nehmen weiter an, daß Elementaroperationen vel, et, - ge-
geben sind in der Art (Vektoroperationen auf ~64):

Für 8· (81, •• ,864)

a vel b

a et b

i

und b· (b 1, •••b64) sei

(8 1 v b1, ••• ,a64 v b64)

(al'" b, •.••• 864 '" b64)

(i, •....• i 64)

Weiter bedeute die Schreibweise i E a : Jf. a i • L und sei
durch eine Prozedur realisiert.
Wir werden also eine Figur F bitweise verschlüsseln. Falls wir
F so wählen können, daß der Algorithmus weitgehend unabhängig
von der Stellung von F (durch simultane Operationen) arbeiten
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kann, haben wir also nicht nur den Faktor 1/64 im Speicherbe
darf, sondern mit Ausnahme der F betreffenden Operationen auch
im Zeitbedarf. Allerdings konnte auf der verwendeten Rechenan

lage nur ein Faktor 1/32 erhalten werden.
Die dadurch auftretenden Probleme liegen im wesentlichen bei
der Beschreibung des Zugrechtes von F und der Berücksichtigung
der Symmetrisierung. Während man das Zugrecht r der übrigen
Figuren durch geeignete Listen angibt, wird das Zugrecht von F
entsprechend der bitweisen Verschlüsselung durch einen Vektor
Gamma rl : 64] (Gamma[F] t: ~64) beschrieben, gemäß der Erklä
rung

FN E rF FN E Gamma [FJ

wobei Behinderungen durch andere Figuren nicht berücksichtigt
sind. Die eventuell nötige Berücksichtigung anderer Figuren
läßt sich durch wenige Elementaroperationen und Abprüfungen
unter Verwendung von ähnlich wie Gamma aufgebauten Vektoren
mit geringem Aufwand erledigen. Ebenso lassen sich die durch
die Symmetrisierung erforderlichen zwei Spiegelungen durch
Shiftoperationen einfach bewältigen, so daß sich hinsichtlich
der F betreffenden Operationen der Zeitbedarf durch die bit
weise Verschlüsselung und Verwendung von Gamma immerhin auf
etwa 1110 reduziert.

Blockeinteilung der Stellungen:

Trotz optimaler Speicherausnutzung der Rechenanlage durch bit
weise Verschlüsselung ist die Zahl der benötigten Ganzworte noch
zu groß, und wir werden die Stellungen in Blöcke mit einer fe
sten Figur einteilen. Dazu stellen wir einige Anzahlen zusammen:

Gesamtzahl der Stellungen (mit illegalen, bei 2 Symmetrien)
16'643 = 4 194 304

Zahl der entsprechenden Ganzworte
(*) 16'64 2 • 16·4096 = 6S S36

Gesamtzahl der legalen Stellungen (bei 2 Symmetrien)
3 418 928 .
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Wir versuchen nun die symmetrisierte (SY) , die bitweise ver
schlüsselte (BY) und die blockeinteilende (BL) Figur günstig
zu wählen.
Klar ist, daß wir SY verschieden von BY annehmen.
Die Aufspaltung (*) legt nahe (da 4096 für den Arbeitsspeicher
eine geeignete Größe darstellt), daß SY gleich BL gewählt wird.
Um den Blockwechsel bei Spiegelung möglichst gering zu halten,
werden wir SY so bestimmen, daß die durchschnittliche Zugmöglich
keit klein ist. Dies trifft auf den König zu.
Wir wählen SY = wK und somit auch BL = wK .
Bei der Festlegung von BY spielt eine Rolle, daß auf BY keine
andere Figur (oder möglichst wenige Figuren) achtet, um nicht
bitweise, sondern simultan und zeIlenweise zu arbeiten.
Dies ergibt gemäß §8,(lo) BY a wF •

Wir haben also für festes wK (16wK616) Matrizen wKG(n)und wKV(n)w s

über ~64' die durch die schwarze Stellung s (l~s~4096) indiziert
sind und die wF (1'wF~64) im Bitmuster (WKG~ru[S]E~64) ver
schlüsselt haben.

Der Algorithmus (1,11) wurde entsprechend der vorstehenden Yer
einbarungen in ALGOL unter Verwendung einiger code-Prozeduren
programmiert. Wir geben eine knappe algorithmische Formulierung
an:

GEWINN:
for all wK do
MITTELS WK: Vel

wKN e rwK
wKNy (n-1J

s

ERGAENZT MITTELS WF:
for all s do

SODANN: :-

~F (n-ll Gamma [wF]
wF€ Y

s
[s]

wKG(nl et wKii[n-l]
w w

VERLUST:
for all wK do
for all s do wKy (n}rs] :

s
ET

sNers
wKG [n][sN] et wKV [n-l1 lS1w s

if nicht fertig goto GEWINN;
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Als Kommentar begnügen wir uns mit folgendem:
Für die Rechnung ist es nur nötig die aktuellen (oder letzten)
Matrizen G~nJ, Vsm] , Vr gespeichert zu haben.
rund Gamma bedeuten das modifizierte Zugrecht, mit Ausnahme
der in §8,(8) bis (10) aufgezeigten Möglichkeiten. Bei GEWINN
MITTELS WK muß gegebenenfalls auch noch gespiegelt werden. Die
Rückrechnung im Sinne des §8 wird bei GEWINN MITTELS WF und
(falls sinnvoll) bei VERLUST vorgenommen. Bei GEWINN MITTELS
WF muß geeignet bitweise gearbeitet werden.

Andere Algorithmen zur Behandlung von Schachendspielen sind bei
D.E. Knuth, The Art of Computer Programming, Vol.l, Seite 262 
270 und bei R. Bellman in Applied Combinatorial Mathematics (by
E.F. Beckenbach), Seite 233, 234 vorgeschlagen und angedeutet.
Eine allgemeine Behandlung von Endspielen mit vier (oder mehr)
Figuren läßt sich jedoch wegen des auftretenden Speicher- und
Zeitbedarfs nur bei sparsamster, also bitweiser Verschlüsselung
und mit daran in der beschriebenen Weise angepaßten Methoden
praktisch durchführen.

Die Rechnungen wurden an einer TR4 von AEG-Telefunken des
Leibnizrechenzentrums der Bayerischen Akademie der Wissen
schaften, München durchgeführt. Die Anlage stellt dem Benut
zer einen Kernspeicher von ca. 19 000 Ganzworten zu 48 Bit so
wie einen Plattenspeicher und mehrere Bandgeräte zu Verfügung.
Die Ausführungszeiten betragen für elementare Internoperationen

ca , 8 tsec.

Wir stellen die Ergebnisse. die für einige Schachendspiele ge
wonnen wurden, kurz zusammen. Dabei betrachten wir das Spiel
stets als eines mit w am Zug und erinnern an D4.4 über die Zug
zahl eines Spieles.

1. Turm-Endspiel wK + wT II sK

Es handelt sich um ein 16-zügiges Spiel, das stets gewonnen ist.

16-zügige Gewinnsteilungen gibt es insgesamt 916, von denen aber
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nur 121 wesentlich verschieden (d.h. nicht durch Drehung oder
Spiegelungen ineinander überführbar) sind. Zum Beispiel
w Ka1 Tb2, s Kc3 und w Kal Th8, s KdS.

2. Dame-Endspiel wK + wD )( sK

Es erweist sich als ein stets gewonnenes, lo-zügiges Spiel mit
kurioserweise nur einer wesentlich verschiedenen längstzügigen
Stellung. (Insgesamt gibt es 8 solcher Stellungen). Diese Ex
tremstellung ist w Kal Db2, s Ke6.

Bei einem 3-Figuren-Spiel ist es natürlich für einen Schach
spieler kein Problem, den Gewinn zu realisieren, aber es ist
schwierig, ihn in der optimalen Zugzahl zu erreichen. In die
sem Sinne wird von Verfassern von Büchern über Endspieltheorie
die maximale Zugzahl nur teilweise richtig angegeben und eine
zugehörige BelegsteIlung fehlt zumeist. Im Gegensatz dazu ist
es bei einem 4-Figuren-Spiel oft schon schwierig überhaupt
richtig zu spielen und zu gewinnen. Bezüglich der Bedeutung der
Zugzahl erinnern wir an die Vereinbarung von S8.3, die aus
Gründen der Zweckmäßigkeit noch modifiziert wird: Die Zugzahl
gibt (bei bester Verteidigung) die Anzahl der Züge bis zum
Schlagen des sK - also einen Zug mehr als bis zum Matt - oder
bis zur Eroberung der sF an.

Die angeführte Rechenzeit schließt den Druck einer einfachen
Ergebnisliste ein.

3. T)( L:

Das Schachspiel Turm gegen Läufer endet meistens Remis. Dennoch
ist der mögliche Gewinn in den langwierigsten Fällen erst in 18
Zügen zu verwirklichen. Es gibt insgesamt 224 solcher Stellungen,
wovon nur 28 wesentlich verschieden sind. Zum Beispiel

w Ka4 Tc3 , s Ka7 La6 . Rechenzeit ca. 6 Stunden und 30 Minuten.

4. T x S:

Beim Turm gegen Springer-Spiel ist ebenfalls in der Mehrzahl
der Stellungen Remis (aber nicht in fast allen wie bei T xL).
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Es ist ein 27-zügiges Spiel mit 2 wesentlich verschiedenen

längstzügigen Stellungen (insgesamt 16). Für eine solche Stel
lung geben wir eine mögliche Partie an:
w Kd1 Th1 , s Kb1 Sg4. 1, Th4! SeS! 2, Te4! Sf7! 3, Tb4t (auch

Kd2 ) Ka2(!) 4, Kc2 (auch Tb6) Ka3(!) 5, Kc3 (auch Tb6) Sd6!

6, Tb6! Se4t! 7, Kd3!! Sf2t! 8, Kc4! Sd1! 9, Tb3t! Kd1!
10, Tf3 (auch Tg3,Th3) Sb2t! 11, Kc3! Ka3! 12, Tg3 (Tempozug! ,
auch Th3) Sa4T! 13, Kc4! Ka2! 14, Kb4 (auch Tg5) Sb2!
15, Tg4! Sd3+! 16, Kc3! SeS! 17, Tc4! Se6! 18, Ta4-t1 Kb1(!)
19, Ta5! Sg7! 20, Te5! Nun ist der Springer eingeschlossen und
kann durch Annäherung des wK erobert werden, wobei lediglich
auf das Tempomanöver in 23.geachtet werden muß. Ka2
21, Kd4 Kb3 22, Kd5 Kc3 23, Kc6! Kd4 24, Kd6 Kd3 25, Ke7 Kd4
26, Tg5 und gewonnen mit Eroberung des Springers.

Rechenzeit ca. 14 Stunden und 16 Minuten.

5. D)( T:

Das Dame gegen Turm-Spiel ist ein 31-zügiges Spiel, das bis
auf einige Remisstellungen (in denen die verteidigende Partei

ihre Pattsetzung erzwingt oder mit Hilfe von Pattdrohungen
eine Zugwiederholung erreicht) stets gewonnen ist. Es gibt 4
wesentlich verschiedene längstzügige Stellungen (insgesamt 32),
zum Beispiel w Ka2 Da3 , s Ke4 Th2
Rechenzeit ca. 29 Stunden und 9 Minuten.

Um die Möglichkeit zu erörtern, den Algorithmus in vorstehender
Form auf andere Spiele anzuwenden, stellen wir nochmals die we
sentlichen Daten über die behandelten Spiele zusammen:

Rechenzeit
Spiel Zugzahl gesamt pro Zug [sec] pro Zug u.

1- T 16 9Min 33,8 516
2. D 10 6,5Min 39 595
3. r-t, 18 6Std.30Min 1296 309
4. T·S 27 14Std.16Min 1902 454

s. D"T 31 29Std. 9Min 3384 808

StellungrrsecJ
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Dabei liegt als Zahl der betrachteten Stellungen 1/4.643• Z16
bzw. 1/4.644 • zZZ zugrunde. Beim Vergleich der Rechenzeit pro
Zug und Stellung ist zu berücksichtigen, daß durch die Rückrech
nungs-Steuerung des Algorithmus gegebenenfalls pro Zug nicht
alle Stellungen behandelt werden, sowie daß die Figuren sich in
der Schwierigkeit ihrer Gangart unterscheiden.

Auch unter der Annahme, daß ein schnellerer Rechner zur Verfü
gung steht, kann man wohl - je nach Zugzahl - ZZ5 bis ZZ8 als
obere Grenze für die Zahl der Positionen eines Spieles ansehen,
das im angegebenen Verfahren analysiert werden kann. In diesem
Sinne führen wir folgende Abschätzung für die Anzahl der Posi
tionen einer Auswahl von Spielen an.

Schach mit 5 Figuren 1/4'645 • ZZ8
Dame mit 6 Figuren 1/4-3Z 6 • ZZ8
"Kleine Mühle" (auf 3-3 Brett) '" 96 ~ Z19
Mühle mit 6 Figuren 1/8'Z46 ~ ZZ5

Setzspiele, bei denen die Bedeutung in der Anzahl der Figuren
liegt, sind praktisch unzugänglich. So hat z.B. Hex auf dem
11" 11 Brett ca , 31Z1 ... Z194 Stellungen. Aber auch bei Berück
sichtigung nur legaler Stellungen und Beschränkung auf den
kleinsten interessierenden Fall, etwa ein 7 ~ 7 Brett mit 14
Steinen, hat man ca. 4914/(71)Z ~ Z53 Stellungen.
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